Sieci neuropodobne VI, sieci Hopfielda (1)

Architektura

Poprzednio rozwazane sieci mia-
ly architekture warstwowa i prze-
twarzaly dane w jednym kierun-
ku (dane wejSciowe od wejscia do
wyjscia, a bledy w kierunku od-
wrotnym).

Sieci Hopfielda wprowadaja zu-
pelnie inng architekture: w naj-
prostszym przypadku elementy
potlaczone sa kazdy z kazdym po-
przez symetryczne wagi.
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Sieci neuropodobne VI, sieci Hopfielda (1)

Co sie dzieje w sieciach Hopfielda

Ciekawa, nowa w stosunku do sieci jednokierunkowych, wlasnoscia sieci Hopfielda

jest mozliwo$¢ pojawienia si¢ w nich pewnych przebiegéw dynamicznych.

W ogbélnosci sie¢ ta realizuje odwzorowanie nieliniowe postaci:

YU+ — ¢ (Xm’ Y(j))

Najczesciej rozwazana jest sytuacja, gdy sieci podajemy bodziec w postaci

X©) £ 0, a nastepnie zerujemy wejécia X U) = 0 dla j > 0 i obserwujemy proces

ewolucji wektora YY) w przestrzeni stanéw sieci.

yU+) — ¢ (Y(j))

Mozliwe sa bardzo rozmaite zachowania sieci:

e dazenie do ustalonych wartosci Y*

e oscylacje

e ruch po atraktorze chaotycznym

e rozbieganie si¢ do nieskonczonoéci
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Pamieé adresowana trescia
Problem, ktory bedziemy teraz rozwazaé jest nastepujacy:

Zapamietaj zbiér p wzorcéw z[" w taki sposéb, aby po zaprezentowaniu
nowego wzorca x; reakcja sieci bylo wytworzenie tego zapamigtanego
wzorca, ktory jest najbardziej podobny do x;

Wzorce bedziemy numerowaé przez m = 1,2, ..., p, a jednostki sieci przez
t=1,2,...,N. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze wzorce zapamietane 2" i wzorce

testowe x; moga by¢ 0 lub 1 w kazdym elemencie sieci.
Rozwiazanie algorytmiczne:

obliczy¢ odleglo$¢ Hamminga [z (1 — ;) + (1 — 2/™)x;] wzorca
testowego od kazdego ze wzorcéw zapamigtanych, a nastepnie wybraé

ten dla ktérego odleglosé ta jest najmniejsza.
Sformultowanie problemu dla sieci Hopfielda:

Znalez¢ zbiér wag w;; takich, ktére przeprowadzg sie¢ od stanu
(0) (k) _

poczatkowego y, ' = x; do stanu koncowego y; z{”*, takiego ze

odlegtos¢ Hamminga 2" od z; jest najmniejsza.
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Idea rozwigzania problemu pamieci adresowanej trescia

Trzeba zbudowac taka sieé¢, dla ktorej zapamietane wzorce sa atraktorami w
przestrzeni wszystkich mozliwych stanéw sieci — w przestrzeni konfiguracji. Cala
przestrzen konfiguracji podzielona jest na baseny przyciggania réznych

=

atraktoréow.
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Model Hopfielda

Oznaczmy teraz wyjscie ¢ — tego neuronu przez S; przy czym moze ono
przyjmowaé wartosci tylko -1 lub 1. Elementy sieci obliczaja swoje wyjscia:

r_ g
Si = sgn Z wij S przy czym: sgn(x) = { 1 jﬁa
J - a

Wagi w sieci sa symetryczne.
Aktualizacja jest asynchroniczna i odbywaé si¢ moze na dwa rownowazne
sposoby:

e losowo wybrana jednostka w danej chwili czasu

e kazda jednostka aktualizuje swéj stan z pewnym prawdopodobienstwem,
niezaleznie od innych jednostek

Dla ulatwienia bedziemy rozwazaé¢ wzorce losowe: kazdy bit z; jest —1 lub +1 z

jednakowym prawdopodobienstwem.
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Funkcja energetyczna

Hopfield wprowadzil pojecie funkcji energetycznej dla swoich sieci:

1
H = 75 ZwijSiSj
ij
skladniki ¢ = 5 dokladaja do H jedynie statla.

Gdy uktad ewoluuje zgodnie z dynamika, to funkcja energetyczna maleje lub
pozostaje stala.

W sieciach Hopfielda funkcja energetyczna jest wprowadzona przez analogie od
energii uktadéw spinowych.

Aby funkcja energetyczna istniala musimy mie¢ wagi symetryczne, tzn: w;; = wj;

Sprawdzmy, ze faktycznie przy dowolnej zmianie stanu sieci zgodnej z jej
dynamika S, = sgn(>_ y w;;9;) funkcja energetyczna nie rosnie:

H-H = —ZwijSl{SjJrZwijSiSj = (*S{‘FSJZUJ”S]
J#i J#i J#i
_ 0 gdy S;=S;

W pierwszym przypadku funkcja energii si¢ nie zmienia, a w drugim oba
skladniki sumy sa ujemne (pierwszy bo S; ma przeciwny znak niz ; w;;S;, a
drugi bo jak zaraz zobaczymy w;; = p/N), tzn funkcja energii maleje.
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Wyprowadzenie postaci wag z funkcji energetycznej

Chcemy wprowadzi¢ taka funkcje energetyczng ktéra ma minima w stanach
stabilnych. Wybieramy ja tak aby osiagata minimum dla najwiekszej korelacji
miedzy konfiguracja sieci a zapamietanym wzorcem. Dla jednego wzorca mozemy
wiec wybraé:

Po wymnozeniu otrzymujemy:
H _ 1 . S m S m _ 1 1 $ m.,m S S _ 1 S S
o 3 (D) (S5 ) -5 5 (5 S ) s = -3 s
m=1 i J ij m=1 ij
Ta metoda wyznaczania wag jest interesujaca, bo jezeli dla danego uktadu
umiemy napisaé¢ funkcje energetyczna, ktorej minimum jest rozwiazaniem danego

problemu to mozemy wyznaczy¢ wartoSci wag w;; na podstawie wspétczynnikéw
przy S;S;.
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Jeden wzorzec
Wzorzec jest zapamietany gdy:
e jest stabilny
e dynamika sieci koryguje mate odchylenia od wzorca

Dla jednego wzorca oznacza to, ze:

sgn Zwijzj = z; dla kazdego i
J

tatwo sprawdzi¢, ze
1
wij = w#i% (%)

spelnia ten warunek: sgn (ZJ wijzj) = % sgn (Z] zizjzj) = Lsgn(z Y =2
Ponadto, jesli mniej niz potowa bitéw wzorca poczatkowego jest bledna S; # z;
to pobudzenie wejsciowe e; = > ; Wij S; zostanie zdominowana przez wig¢kszos¢
bitéw prawidlowych tak, ze sgn(e;) = z;.

Widaé stad, ze sie¢ z wagami danymi przez (*) ma atraktor z;.

—z; tez jest atraktorem — jest to tzw. stan odbity
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Wiele wzorcéw

Wagi:
P
1
L m._m
wij = E 2z Z;
m=1

zapewniaja (przy odpowiednio malych p/N) zapamietanie p wzorcéw.
Przekonajmy sie o tym: Warunek stabilnosci dla wzorca z;':

sgn(el) = zI' dla kazdego
przy czym:

1
€, = w”zj = — Z; Zj Zj
7 7 m

wydzielimy skladnik m =n

Warunek stabilnosci jest spelniony jesli drugi czton — przestuch — jest < 1.
Przyciaganie przez zapamigtane wzorce dziata analogicznie jak w przypadku
jednego wzorca.
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Stany falszywe
Oprécz porzadanych miniméw funkceji energetycznej — stanéw odtwarzanych
znajdujacych sie w 2" wystepuja rézne inne typy miniméw. Sa to:
stany odwrdécone —z]"; maja ten sam poziom energii co stany odtwarzane
mix
K3

odtwarzanych. Sa réwno oddalone od swoich sktadowych; ich poziom energii

stany mieszane z sg kombinacjami liniowymi nieparzystej iloéci stanéw

jest wyzszy niz dla stanéw odtwarzanych.

stany szkla spinowego wystepuja dla duzych p i nie sa skorelowane ze

stanami odtwarzanymi.
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Model Isinga

Model opisuje prosty material magnetyczny sktadajacy sie ze zbioru spinéw na
siatce regularnej. Mozliwe wartosci spinéw S; = £1.

Kazdy spin oddzialuje z zewnetrznym polem magnetycznym h*¢“™ iz
wewnetrznym polem magnetycznym pochodzacym od pozostalych spinéw, czyli
oddziatluje z polem:
hi =Y wiS; + h*"
J
gdzie w;; sg sitami oddzialywania wymiany, w;; = w;;. W zerowej temperaturze
spin S; dazy do stanu S; = sgn(h;). Energia potencjalna odpowiadajaca tym

oddzialywaniom ma postac:

1 ’
H = —5 ZwijSiSj — hzewn ZS‘
1] [
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Model Isinga w skonczonej temperaturze

W skonczonej temperaturze trzeba uwzgledni¢ fluktuacje termiczne. Spin S;

podlega teraz dynamice Glaubera:

S — +1  z prawdopodobienstwem P(h;)
v —1  z prawdopodobienstwem 1 — P(h;)

gdzie:
1
Ph)=—"——
(hi) 1+ exp(—20h;)
za$
1
kT

Poniewaz P(—h) = 1 — P(h) wigc dynamike spinu mozemy zapisaé¢ w spos6b

zwarty:
1

rob(S; ) 1+ exp(F26h;)
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Rozwazmy jeden spin w réwnowadze:

Si=5==1

za$

h — hzewn
dwezas § ia w. S¢S zw S i netyzacj W i:
Woéwezas $rednia wartosé S zwana $rednia magnetyzacja (S nosi

(S) = Prob(+1)-(+1)+ Prob(—1) - (—1)

1 1
1+exp(26h) 1+ exp(—203h)
exp(Bh) — exp(—Lh)

= cap(oh) + eap(—pgn) _ 9MON
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Uktad wielu spinéw

Przyblizone rozwigzanie dla oddziatujacych wielu spindéw otrzymuje si¢ w ramach

teorii pola éredniego:
(hi) = Y wij (Sj) + h=ewr
J

Srednia magnetyzacja w tym przyblizeniu:

(Si) = tgh(8 (i) = tgh(B ) _wij (S) + Bh™"")

FERROMAGNETYK: Wszystkie w;; sa jednakowe _—y

Wij = ==

N -osf
gdzie J — stala. .

Dla ferromagnetykéw s$rednia magnetyzacja jest jednorodna (S;) = (S):
7Z teorii $redniego pola przy h**“"™ = 0 mamy:

(S) = tgh(BJ (S))

gdy 8J <1 (T > T.) to mamy jedno rozwiazanie (S) =0
gdy J > 1 (T < T.) to mamy dodatkowo dwa niezerowe rozwiazania.
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Jednostki stochastyczne

Stan jednostki nie jest jednoznaznie wyznaczony przez jej aktywacje. Aktywacja
wplywa jedynie na prawdopodobienstwo, ze dana jednostka znajduje sie w
konkretnym stanie.

S = +1  z prawdopodobienstwem P(e;)
T —1  z prawdopodobienstwem 1 — P(e;)

Wygodnie jest wybraé¢ funkcje prawdopodobienstwa postaci:

1
S =0 = T rope)

ze wzgledu na analogie z modelem Isinga dla spinéw. W modelu fizycznym
8= kBLT Przez analogie wprowadzamy dla jednostek stochastycznych:

1
=7

Tutaj T jest pseudotemperaturg.

Dla T — 0 sigmoida dazy do funkcji skokowej i otrzymujemy oryginalny model
Hopfielda. Wraz ze wzrostem T prog wygtadza sie.

Sie¢ z jednostkami stochastycznymi jest bardziej odporna na wpadanie w minima
lokalne.

Stany stabilne w tych sieciach to takie, dla ktérych (S;) nie zmienia sie w czasie.
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Teoria pola $redniego dla matej iloSci wzorcéw

Dla dowolnego ustalonego p (ilo$é wzorcéw) 5
i N — oo (ilo$¢ jednostek) mozemy okreslié S —tah | 2 SMam g
warunki na stabilnos¢ stanéw sieci: (Si) =g N ; v (%)

Bedziemy poszukiwaé stanéw stabilnych pro-
porcjonalnych do zapamigtanych wzorcéw:

(S;) = kzP. I ‘ ‘ .

n /8 m.m n 05
kzl' = tgh szl Z; kzj '
jm

/8 n m_.m n

= tgh | 5 | NI+ Y 2la ke
jm#n ;

poniewaz tgh(—x) = —tgh(z), wiec mamy:

-05

k = tgh(Bk)
e dla 3 < 1 istnieje tylko jedno rozwiazanie — stany sa stabilne

e dla § > 1 istnieja trzy rozwiazania — stany sa niestabilne
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Praktyczne pozytki z poprzednich rozwazan

Przez analogie do ferromagnetykdéw mozemy powiedzieé, ze dla temperatury
krytycznej T' = 1 nastepuje przejscie fazowe.

e stabilno§¢ pamieci w realizacjach tech- N‘ Noramaona

nicznych

e W rozwazanym przypadku p < N wyste-

puja falszywe stany: odwrdcone i miesza- ijt
ne. Stany mieszane maja swoje tempera-
tury krytyczne. L

Najwyzsza temperature krytyczng ma .
stan mieszany potréjny: 0.46. " !
Dla 0.46 < T < 1 stabilne sa tylko stany

odtwarzane i odwrdcone.
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Pojemnos¢ pamieci skojarzeniowej

TA

D




