
Rozdziaª 1

Wst¦p

Witamy Pa«stwa na ¢wiczeniach z Modelowania Molekularnego 2.

Zacznijmy od kwestii formalnych. Skrypt zawiera przede wszystkim opis trzech
programów zaliczeniowych. Na ¢wiczeniach b¦d¡ one omawiane i oceniane. Przy-
st¡pienie do egzaminu jest mo»liwe jedynie po zaliczeniu ¢wicze«. Warunkiem do-
statecznym i koniecznym do uzyskania zaliczenia ¢wicze« jest oddanie samodzielnie
napisanych i dziaªaj¡cych programów zaliczeniowych, oraz przedstawienie wyników.
W przypadku oddania wymaganych programów w wyznaczonych terminach ocena
z przedmiotu zostaje podniesiona o póª stopnia (gdy ocen¡ z egzaminu nie jest ani
2.0, ani 5.0). Mo»na wi¦c uzna¢, »e ocena z ¢wicze« jest �zero-jedynkowa�. Zach¦-
camy Pa«stwa do podj¦cia trudu i uzyskania z ¢wicze« � jedynki�!

Uczestników kursu (czyli gªównych odbiorców tego skryptu) cechuje du»e zró»-
nicowanie zarówno pod wzgl¦dem umiej¦tno±ci programistycznych, jak i pod wzgl¦-
dem zrozumienia zagadnie« �zycznych. Jednak od wszystkich studentów oczeku-
jemy znajomo±ci podstawowych algorytmów, poj¦¢ programowania obiektowego,
jak równie» znajomo±ci obiektowego j¦zyka programowania (Javy, b¡d¹ Pythona).
Opracowuj¡c programy zaliczeniowe brali±my pod uwag¦ osoby, które nie miaªy
jeszcze okazji naby¢ swobody w posªugiwaniu si¦ podstawowymi narz¦dziami pro-
gramistycznymi i chcemy zapewni¢, »e cho¢ przewidziany na ¢wiczenia materiaª nie
nale»y do najprostszych, to trudno±ci techniczne b¦dzie mo»na pokona¢ systema-
tyczn¡ prac¡ i konsultacjami z ¢wiczeniowcem.

Skrypt pisany byª z my±l¡ o zaj¦ciach prowadzonych przez jeden semestr w wy-
miarze 60-godzinnym. Je»eli zaªo»y¢, »e studenci rozpoczynaj¡cy ten kurs znaj¡
obiektowy j¦zyk programowania, 60 godzin ¢wicze« wystarczy¢ powinno do zreali-
zowania caªego skryptu, czyli trzech programów zaliczeniowych. Jednak mo»liwe
jest równie» przeprowadzenie ¢wicze« w wymiarze 30-godzinnym � wówczas od stu-
dentów wymaga¢ mo»na dwóch pierwszych programów, b¡d¹: pierwszego i trzeciego.

Na pocz¡tku zajmiemy si¦ dynamik¡ molekularn¡ (Molecular Dynamics, MD).
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Pierwszy program zaliczeniowy jest implementacj¡ prostej dynamiki moleku-
larnej. Aby upro±ci¢ pocz¡tkowe rozwa»ania ograniczymy si¦ do ukªadu, skªadaj¡-
cego si¦ z pojedynczej cz¡stki, z opisem 1-wymiarowym. Cz¡stka uwi¦ziona b¦dzie
w studni z dwoma minimami, z barier¡ mi¦dzy nimi. Na takim ukªadzie b¦dziemy
testowa¢ ró»ne algorytmy caªkuj¡ce (Verlet, Velocity Verlet, Leapfrog i Beeman).
B¦dzie to ukªad modelowy, który b¦dziemy w trakcie ¢wicze« rozwija¢, umo»liwia-
j¡c zastosowanie:

1. dowolnego pola siªowego;
2. dowolnego algorytu caªkuj¡cego;
3. dowolnej liczby atomów tworz¡cych ukªad;
4. opisu 1-, 2-, b¡d¹ 3-wymiarowego;

Nast¦pnie zajmiemy si¦ metod¡ Monte Carlo (MC), a w szczególno±ci - algoryt-
mem Metropolisa. W drugim programie zaliczeniowym modelowa¢ b¦dziemy ukªad
w kontakcie z termostatem1. Zwi¡zane z tym tematem zagadnienia �zyczne s¡ do±¢
zªo»one i do peªnego zrozumienia wymagaj¡ znajomo±ci mechaniki statystycznej
i termodynamiki. Mamy jednak nadziej¦, »e zainteresujemy studentów na tyle, by
sami zechcieli pogª¦bia¢ sw¡ wiedz¦ na kursach po±wi¦conych tej tematyce.

Drugi program zaliczeniowy b¦dzie umo»liwiaª przeprowadzenie symulacji
Monte Carlo z symulowanym wy»arzaniem (simulated annealing) i wymian¡ replik
(Replica Exchange Monte Carlo, REMC ). B¦dziemy przeprowadza¢ symulacje dla
bardzo prostego modelu biaªka - modelu HP. Powinno si¦ Pa«stwu spodoba¢ to,
»e polimer zwija si¦ do kon�guracji o niskiej (jak nie najni»szej) energii i mo»naby
ulec wra»eniu, »e temu wªa±nie sªu»y MC. Jednak odszukanie globalnego minimum
energii potencjalnej dla modelu HP jest mo»liwe zwyczajnie poprzez wygenerowanie
wszystkich mo»liwych kon�guracji (co równie» uczynimy) i wybranie tej o najni»-
szej energii. Przekonaj¡ si¦ Pa«stwo, »e istot¡ metody Monte Carlo jest próbkowa-
nie zbioru mo»liwych kon�guracji wedªug pewnego rozkªadu prawdopodobie«stwa.
W przypadku algorytmu Metropolisa jest to rozkªad Boltzmanna (opisany wzo-
rem (3.1)).

Ko«cz¡c, chcieli±my szczególnie mocno podkre±li¢, »e cho¢ gªówn¡ trudno±ci¡
z jak¡ b¦d¡ musieli zmierzy¢ si¦ studenci b¦dzie realizacja projektów programistycz-
nych, to istot¡ proponowanych ¢wicze« jest przedstawienie subtelno±ci �zycznych,
wszytych w symulacje komputerowe ukªadów molekularnych.

1.1 Dynamika molekularna

Dynamika molekularna mo»e si¦ Pa«stwu wydawa¢ bliska, cho¢by ze wzgl¦du
na wcze±niejszy kurs, Modelowanie Molekularne I, w ramach którego poznali Pa«-
stwo narz¦dzie NAMD do przeprowadzania tego typu symulacji. Cz¡steczka biaªka

1Mówimy te»: w kontakcie termicznym z otoczeniem, b¡d¹: w staªej temperaturze, b¡d¹: w ze-

spole kanonicznym, b¡d¹: w zespole NVT.
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traktowana jest jak ukªad klasyczny, dla którego dynamika molekularna generuje
ci¡g mikrostanów wykorzystuj¡c algorytmy caªkuj¡ce równania ruchu. Z tak uzy-
skanego zbioru mikrostanów wyznacza si¦ rozmaite wielko±ci �zyczne, np. ±redni¡
energi¦ ukªadu.

Przez mikrostan rozumie¢ b¦dziemy zbiór parametrów w peªni opisuj¡cych
jedn¡ realizacj¦ ukªadu. W przypadku biaªka w uj¦ciu klasycznym mikrostan okre-
±laj¡ p¦dy i poªo»enia wszystkich atomów. Przez kon�guracj¦ rozumie¢ b¦dziemy
jedn¡ realizacj¦, opisan¡ poªo»eniami atomów, bez p¦dów. Zbiór wszystkich mikro-
stanów nazywa¢ b¦dziemy przestrzeni¡ fazow¡. Analogicznie, przez przestrze«
kon�guracyjn¡ rozumie¢ b¦dziemy zbiór mo»liwych kon�guracji ukªadu.

Wró¢my do ci¡gu mikrostanów jako wyniku dynamiki molekularnej. Ci¡g mi-
krostanów nazywa¢ b¦dziemy trajektori¡. Jest to w pewnym sensie �lm z »ycia
naszego modelu biaªka. Jednak trajektoria to co± wi¦cej - to próba przestrzeni kon�-
guracyjnej (czyli zbiór ko�guracji), dzi¦ki której wyznaczamy estymatorywielko±ci
makroskopowych takie jak: ±rednia energia, ±rednia kwadratu energii i inne. Cz¦-
sto stosowanym zaªo»eniem jest to, »e tego typu estymatory s¡ zgodne z warto±ciami
mierzonymi w do±wiadczeniu, jednak tylko pod warunkiem, »e uzyskana próba mi-
krostanów jest zgodna z rozkªadem Boltzmanna.

Rodzi si¦ pokusa, aby ostateczn¡ wery�kacj¡ tego, czy symulacja przebiegªa po-
prawnie stanowiª ogl¡d �lmu uzyskanego z dynamiki molekularnej. Wówczas, o ile
biaªko zachowuje si¦ zgodnie z naszymi intuicjami, symulacja jest �dobra�, a wnioski
wyniesione z symulacji - poprawne. Jednak czy nasze intuicje dotycz¡ce biaªek s¡
sªuszne?

Przykªadowo, cz¦sto spotykana intuicja mówi, »e biaªko zwija si¦ do stanu na-

tywnego, któremu odpowiada globalne minimum energii potencjalnej. Stan natywny
to posta¢ biaªka, w której wyst¦puje ono w organi¹mie i w której mo»e speªnia¢
swoj¡ biologiczn¡ funkcj¦. Jednak sk¡d pomysª, »e jest to jedna, konkretna kon�-
guracja, ta, dla której uzyskujemy globalne minimum energii potencjalnej?

Z drugiej strony, inna intuicja podpowiada nam, »e biaªko wykonuje chaotyczne
ruchy, niezb¦dne do wykonania powierzonych mu zada«. Jednak ruchy te, jakkol-
wiek �maªe�, wykluczaj¡ mo»liwo±¢, by biaªko przebywaªo w jednej (ustalonej przez
minimum energii potencjalnej) kon�guracji.

Intuicje te stoj¡ ze sob¡ w sprzeczno±ci.

W jaki wi¦c sposób biaªko realizuje swój stan natywny? Skoro nie utrzymuje
jednej kon�guracji, to jakie kon�guracje przyjmuje? Które kon�guracje przyjmuje
cz¦±ciej, a które rzadziej? Co jest przyczyn¡ takiego stanu rzeczy?

Na tych ¢wiczeniach przyjmiemy zaªo»enie, »e stan natywny biaªka jest do-
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brze opisany rozkªadem Boltzmanna2. Tzn. ukªad przyjmuje kon�guracje z pew-
nym prawdopodobie«stwem, okre±lonym przez rozkªad Boltzmanna (wi¦cej w roz-
dziale 3.).

1.2 Metoda Monte Carlo

W zasadzie dobrze przeprowadzona symulacja dostarcza nam �dobrej� próby
przestrzeni kon�guracyjnej. Dobrej, ale nie tylko dlatego, »e obejrzawszy trajekto-
ri¦ stwierdzamy, »e biaªko wykonuje chaotyczne ruchy, które wydaj¡ si¦ �sensowne�.
Dobre próbkowanie to próbkowanie zgodne z rozkªadem Boltzmanna3. Dopiero dla
tak wyznaczonej próby mo»emy wyznaczy¢ estymatory wielko±ci makroskopowych
biaªka, które nast¦pnie jest sens porównywa¢ z tymi wyznaczonymi do±wiadczalnie.
Jakie w takim razie próbkowanie byªoby zªe i prowadziªo do bª¦dnie wyznaczonych
wªasno±ci ukªadu? Przykªadowo, dla dynamiki licz¡cej sobie 106 kroków mogliby-
±my wyprodukowa¢ 106 identycznych kopii pewnej wybranej kon�guracji. B¡d¹: 106

kon�guracji z pobli»a globalnego minimumum, losowane wg pewnego rozkªadu in-
nego ni» rozkªad Boltzmanna4.

Zanim przybli»ymy Pa«stwu metod¦ Monte Carlo, chcemy postawi¢ pewien pro-
blem. Sama metoda MC z algorytmem Metropolisa opisana jest w rozdziale 4.,
a najlepiej zaznajomi¡ si¦ z ni¡ Pa«stwo, implementuj¡c drugi program zalicze-
niowy.

W poprzednim paragra�e wspomnieli±my o stanie natywnym biaªka. Warto wie-
dzie¢, »e istniej¡ tzw. natywnie nieustrukturalizowane biaªka (natively unfolded pro-

teins). Biolog strukturalny mo»e okre±li¢ biaªka z tej klasy jako �nie maj¡ce ustalonej
struktury�. Biaªka te natywnie przyjmuj¡ bardzo wiele znacznie ró»ni¡cych si¦ mi¦-
dzy sob¡ kon�guracji. Nawet gdyby jakie± biaªko tego typu udaªo si¦ skrystalizowa¢
i okre±li¢ struktur¦ jednego z mikrostanów, to ci¦»ko oczekiwa¢, by o wªasno±ciach
tego biaªka mo»na byªo wnioskowa¢ na podstawie tej jednej kon�guracji. Szacuje
si¦, »e blisko 30% eukariotycznych biaªek zalicza si¦ do tej klasy, b¡d¹ zawiera re-
giony o nieokre±lonej strukturze [1].

Co mogªoby by¢ przyczyn¡ tego, »e biaªko �nie chce przebywa¢� w pobli»u global-
nego minimum energii potencjalnej? Innymi sªowy: co sprawia, »e biaªko zasªuguje
na miano natywnie nieustukturalizowanego? Czy to, »e takie minimum nie istnieje?

2Liczymy, »e uda si¦ ten (teoretyczny) wynik wyprowadzi¢, ale istot¡ drugiego programu zali-
czeniowego jest badanie konsekwencji tego zaªo»enia.

3Przynajmniej przy podj¦tym na tych ¢wiczeniach zaªo»eniu. Niewykluczone, »e przyszªe zasto-
sowania symulacji komputerowych rozszerz¡ ten �paradygmat�, jednak zasady rz¡dz¡ce przepro-
wadzaniem takich symulacji pozostan¡ te same, z dokªadno±ci¡ do rozkªadu prawdopodobie«stwa,
jakim b¦dzie opisany ukªad.

4Na ¢wiczeniach zgª¦bimy ten przykªad i zobaczymy jak (ewentualnie) wykorzysta¢ dane uzy-
skane z drugiego podej±cia.
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By¢ mo»e biaªko nie jest w stanie go osi¡gn¡¢? Czy mo»e posiada wiele kon�guracji
o niskiej energii, ale »adna z nich nie �przewa»a� w istotny sposób? Odpowiedzi
na te pytania uzyskaj¡ Pa«stwo implementuj¡c metod¦ Monte Carlo z algorytmem
Metropolisa w ramach drugiego programu zaliczeniowego.
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Pierwszy program zaliczeniowy

Wraz ze skryptem otrzymali Pa«stwo szkic programu do przeprowadzania dyna-
miki molekularnej. Pierwsze laboratoria po±wi¦cimy omówieniu klas zde�niowanych
w tym programie. Jednak zach¦camy Pa«stwa do samodzielnego zaprojektowania
i implementacji programu.

2.1 Zarys programu

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ klasycznym opisem ukªadu, w którym ewolucj¦ i-tego
atomu opisuje II zasada dynamiki Newtona:

r̈i =
1
mi

Fi, (2.1)

gdzie mi jest mas¡, r̈i przyspieszeniem, za± Fi - siª¡ dziaªaj¡c¡ na ten atom.

Znane Pa«stwu dobrze z liceum równanie (2.1) jest opisem ukªadu izolowa-
nego, w którym poªo»enia atomów wyra»one s¡ we wspóªrz¦dnych kartezja«skich.
W bardziej zaawansowanych (i w praktyce: cz¦±ciej stosowanych) podej±ciach ukªad
opisany jest wspóªrz¦dnymi uogólnionymi, a ewolucj¦ ukªadu wyra»aj¡ równanie
Eulera-Lagrange'a, b¡d¹ równania Hamiltona. Jednak du»o wa»niejsz¡ uwag¡ jest
ta, »e równanie (2.1) opisuje ukªad izolowany1, natomiast biaªko takim ukªadem
NIE jest.

W pierwszym programie zaliczeniowym ograniczymy si¦ do ukªadów izolowa-
nych. Na ¢wiczeniach postaramy si¦ przybli»y¢ Pa«stwu tematyk¦ zwi¡zan¡ z mo-
delowaniem ukªadów w kontakcie termicznym z otoczeniem.

W celu uzyskania trajektorii wszystkich atomów, r(t), nale»aªoby rozwi¡za¢
ukªad równa« ró»niczkowych II stopnia - równa« (2.1) - co w przypadku podej±cia
analitycznego jest zazwyczaj bardzo zªo»onym problemem. Natomiast numeryczna
procedura jest stosunkowo prosta i przedstawia si¦ nast¦puj¡co (zapo»yczone z [2]):

1Nie wymieniaj¡cy z otoczeniem ani energii, ani materii. W takim ukªadzie zachowana jest
energia, tzn. Ecakowita(t) = const.
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Prosta-Dynamika-Molekularna

1 U ← Inicjalizacja
2 � Zainicjalizuj ukªad U
3 t ← 0
4 while t < tmax
5 do
6 Procedura-Wyznaczaj¡ca-Siªy(U )
7 Procedura-Caªkuj¡ca(U )
8 Zapami¦taj-Statystyki(U )
9 t ← t+ 1
10 Wypisz-Statystyki-Do-Pliku

Analog powy»szego znajd¡ Pa«stwo w doª¡czonych do skryptu plikach ze szkicem
programu.

2.2 Tre±¢ pierwszego programu zaliczeniowego

Zaimplementuj procedur¦ przeprowadzaj¡c¡ prost¡ dynamik¦ molekularn¡, która
wykorzystywa¢ b¦dzie dowolny potencjaª i dowolny algorytm caªkuj¡cy (w szcze-
gólno±ci - potencjaªy i algorytmy caªkuj¡ce omówione dalej).

Symulacj¦ ograniczymy do przypadku 1-wymiarowego, ale z dowoln¡ liczb¡ ato-
mów. Poªo»enie, pr¦dko±¢ i przyspieszenie atomu okre±la¢ b¦d¡ obiekty klasy Vec

z metodami analogicznymi do operacji wykonywanych na wektorach.
Program powinien pobiera¢ informacje dotycz¡ce:

1. u»ywanego potencjaªu,
2. algorytmu caªkuj¡cego,
3. liczby atomów,
4. liczby kroków symulacji,
5. dªugo±ci kroku czasowego,

z linii komend (argument args metody main), b¡d¹ z pliku.
Pocz¡tkowo wszystkie atomy b¦d¡ miaªy zerow¡ pr¦dko±¢. Poªo»enia pocz¡t-

kowe program mo»e wybiera¢ drog¡ losow¡, b¡d¹ wedªug prostego algorytmu Pa«-
stwa autorstwa (np. poukªadane na osi x, w odleglosci 1 mi¦dzy kolejnymi atomami).
Dla uproszczenia rozwa»my przypadek, w którym wszystkie atomy maj¡ t¦ sam¡
mas¦ równ¡ 1.

Jako wynik program powinien zwraca¢ trajektori¦ ukªadu (generowa¢ plik xyz),
oraz zale»no±¢ energii: potencjalnej, kinetycznej i caªkowitej, od czasu (plik csv).
Symulacja powinna by¢ �poprawna� w tym sensie, »e energia ukªadu powinna utrzy-
mywa¢ si¦ na (wzgl¦dnie) staªym poziomie.

Na omówienie potencjaªów i algorytmów caªkuj¡cych po±wi¦camy reszt¦ tego
rozdziaªu, jak równie» ¢wiczenia i laboratoria.
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2.3 Energia potencjalna

Zakªadamy, »e energia potencjalna jest funkcj¡ (jedynie) poªo»e« atomów (czyli
kon�guracji ukªadu), U = U(r), a siªa dziaªaj¡ca na i-ty atom wyra»a si¦ nast¦pu-
j¡co:

Fi = −∂U
∂ri

Zatem przyjmujemy zaªo»enie, »e funkcja energii potencjalnej jest ró»niczkowalna.

2.3.1 Mi¦kkie ±cianki

Najprostszy potencjaª gwarantuj¡cy, »e ukªad nam �nie ucieknie� to potencjaª
imituj¡cy �mi¦kkie ±cianki�. Energia potencjalna i-tego atomu zale»y od jego odle-
gªo±ci od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych:

U(ri) =
{

0 , je»eli ri < L
1
2f(L− ||ri||)2 , wpp

gdzie f to staªa determinuj¡ca �twardo±¢� ±cianek, za± L - rozmiar wn¦ki o energii
potencjalnej zero.

2.3.2 Potencjaª �minimum-bariera-minimum�

B¦dziemy przeprowadza¢ symulacje dla 1-wymiarowego atomu uwi¦zionego w studni
o dwóch minimach. Wykorzystamy poni»szy potencjaª:

U(x) = −ae−b(x−1)2 − ce−(x+1)2 + dx4,

z parametrami a = 5, b = 10, c = 3, d = 0, 02. Przy takim zestawie parametrów
wykres energii potencjalnej przedstawia Rys. 2.1. To na co warto zwróci¢ uwag¦, to

Rysunek 2.1: Potencjaª �minumum-bariera-minimum�:
U(x) = −5e−10(x−1)2 − 3e−(x+1)2 + 0, 02x4

-4 -2 2 4
x

-4

-2

2

4

UHxL
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»e �lej� po lewej jest pªytszy, ale szerszy od tego po prawej. Na ¢wiczeniach zbadamy
g¦sto±¢ rozkªadu Boltzmanna takiego potencjalu, ρ(x) ∼ e−U(x)/kBT , i wyci¡gniemy
wnioski odno±nie tego, w którym �leju� atom b¦dzie cz¦±ciej przebywaª.

2.3.3 Potencjaª Lenarda-Jonesa

Na ¢wiczeniach stosowa¢ b¦dziemy tylko jeden potencjaª przedstawiaj¡cy od-
dziaªywanie pary atomów - potencjaª Lenarda-Jonesa:

U(rij) = E

[(
R

rij

)12

− 2
(
R

rij

)6
]
,

gdzie rij to odlegªo±¢ mi¦dzy atomami i oraz j, za± R i E to parametry potencjaªu.
Wystarczaj¡ce b¦dzie dla nas ustalenie staªych warto±ci parametrów, przykªadowo
R = 1, E = 1.

2.4 Algorytmy caªkuj¡ce

Algorytm caªkuj¡cy pozwala wyznaczy¢ nast¦pne (w chwili czasu t+∆t) poªo»e-
nia i pr¦dko±ci atomów, na podstawie poprzednich poªo»e«, pr¦dko±ci i przyspiesze«
(w chwilach czasu t, t−∆t, t− 2∆t, b¡d¹ dalszych, w zale»no±ci od zªo»ono±ci al-
gorytmu).

Algorytmy nie b¦d¡ omawiane w tym skrypcie, a jedynie prezentowane w sposób
umo»liwiaj¡cy szybk¡ implementacj¦.

2.4.1 Algortm Verleta

To nasz algorytm wyj±ciowy. Najprostszy w implementacji i stabilny.

r(t+ ∆t) := 2r(t)− r(t−∆t) + a(t)∆t2,

przy czym znak �:=� nale»y interpretowa¢ jako �przypisz warto±¢� czy te» �staje
si¦�, znane Pa«stwu z praktyki programistycznej. Jest to konwencja obowi¡zuj¡ca
do ko«ca tego rozdziaªu.

Pr¦dko±¢ nie jest potrzebna do wyznaczenia nowych poªo»e«, ale niezb¦dna do
obliczenia energii kinetycznej. Mo»na j¡ obliczy¢ (estymowa¢) nast¦puj¡co:

v(t) :=
r(t)− r(t−∆t)

∆t
,

2.4.2 Velocity Verlet

Skªada si¦ z dwóch kroków:

v(t+ ∆t) := v(t) +
a(t−∆t) + a(t)

2
∆t
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oraz:

r(t+ ∆t) := r(t) + v(t+ ∆t)∆t+
a(t)

2
∆t2

2.4.3 Leapfrog

Na algorytm leapfrog równie» skªadaj¡ si¦ dwa kroki:

v(t+ ∆t) := v(t) + a(t)∆t

oraz:
r(t+ ∆t) := r(t) + v(t+ ∆t)∆t
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Ukªad w kontakcie z termostatem

3.1 Rozkªad Boltzmanna

Rozkªad Boltzmanna, opisuj¡cy ukªad o staªej temperaturze T , wyra»a praw-
dopodobie«stwo tego, »e ukªad znajdzie si¦ w i-tej kon�guracji1:

p(i) =
1
Z

exp[−E(i)/kBT ], (3.1)

gdzie E(i) to energia i-tej kon�guracji, kB to staªa Boltzmanna, a staªa normaliza-
cyjna Z zapewnia normalizacj¦ rozkªadu:

N∑
i=1

p(i) =
1
Z

N∑
i=1

exp[−E(i)/kBT ] = 1

sk¡d:

Z =
N∑
i=1

exp[−E(i)/kBT ],

gdzie N jest liczb¡ kon�guracji jakie mo»e przyj¡¢ ukªad. Niestety, staªa Z jest
praktycznie niemo»liwa do wyznaczenia dla wi¦kszych ukªadów, co oznacza, »e nie
jeste±my w stanie poda¢ explicite prawdopodobie«stw poszczególnych kon�guracji.

Na pocz¡tku wspomnieli±my, »e gdyby±my umieli odtworzy¢ przestrze« kon�-
guracyjn¡ ukªadu, mogliby±my wyznaczy¢ jego wªasno±ci �zyczne. Du»o bardziej
zaskakuj¡ce jest to, »e wszystkie wªasno±ci makroskopowe ukªadu (a one nas zwy-
kle interesuj¡) byliby±my w stanie wyznaczy¢, gdyby±my umieli wyznaczy¢ staª¡
normalizacyjn¡ Z, wyst¦puj¡c¡ w rozkªadzie Boltzmanna2!

1Ta posta¢ rozkªadu Boltzmanna sformuªowana jest dla ukªadu o przeliczalnym zbiorze mo»li-
wych kon�guracji.

2W rzeczywisto±ci Z jest funkcj¡ parametrów ukªadu i nazywa si¦ j¡ cz¦sto sum¡ statystyczn¡.

13
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3.2 Wªasno±¢ makroskopowa

Najpierw podamy podej±cie bardziej ogólne, w którym przestrze« fazowa jest
zbiorem g¦stym, a nie przeliczalnym. Poni»szy akapit nie jest zwi¡zany z modelem
HP, ale polecamy go Pa«stwa uwadze.

Mikrostan ukªadu oznaczymy przez x = (p,q), gdzie p to p¦dy uogólnione,
a q to wspóªrz¦dne uogólnione - razem opisuj¡ one jedn¡ realizacj¦ ukªadu. Niech
A b¦dzie pewn¡ wªasno±ci¡ �zyczn¡ badanego ukªadu, przykªadowo: energi¡ poten-
cjaln¡. Dla mikrostanu xi wªasno±¢ A przyjmuje warto±¢ A(xi). Przyjmujemy, »e
warto±¢ A mierzona w do±wiadczeniu (tzw. wªasno±¢ makroskopowa) jest równa
warto±ci oczekiwanej EA przy zadanej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa f , tzn.:

EA = λZ−1

∫
Ω
A(x)f(H(x), T )dx

gdzie λ jest staª¡, T to temperatura, H to hamiltonian ukªadu, a Ω jest przestrzeni¡
fazow¡, za±:

Z =
∫

Ω
f(H(x), T )dx

to suma statystyczna (nazwana równie» funkcj¡ podziaªu). Istotne jest, aby zechcieli
Pa«stwo zauwa»y¢, »e f jest funkcj¡ (jedynie!) energii caªkowitej ukªadu i tempe-
ratury3.

W przypadku modelu HP (którego dotyczy drugi program zaliczeniowy) liczba
mikrostanów ukªadu jest sko«czona (ozn. N), za± warto±¢ oczekiwana A wyra»a si¦
w postaci sumy po dost¦pnych mikrostanach ukªadu:

EA =
N∑
i=1

A(i)p(i), (3.2)

gdzie p(i) jest prawdopodobie«stwem i-tego mikrostanu. Prawdopodobie«stwo, »e
ukªad o okre±lonej, staªej temperaturze T znajdziemy w i-tym mikrostanie o energii
Ei, dane jest rozkªadem Boltzmanna, który dla utrwalenia zapiszemy jeszcze raz,
w nieco innej postaci:

p(i) =
exp[−E(i)/kBT ]∑N
j=1 exp[−E(j)/kBT ]

. (3.3)

Suma w mianowniku zapewnia normalizacj¦ rozkªadu p:

N∑
k=1

p(k) = 1.

3Tak jest w przypadku, gdy jedyne oddziaªywanie ukªadu z otoczeniem to oddziaªywanie ter-
miczne.
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3.3 Metoda Monte Carlo (sªowem wst¦pu)

Metoda Monte Carlo z algorytmem Metropolisa pozwala nam próbkowa¢ kon�-
guracje ukªadu zgodnie z rozkªadem Boltzmanna, nawet je»eli nie jeste±my w stanie
wyznaczy¢ staªej Z.

Powiedzieli±my we wst¦pie, »e implementuj¡c drugi program zaliczeniowy uzy-
skaj¡ Pa«stwo odpowied¹ na pytanie: dlaczego biaªka natywnie nieustrukturalizo-
wane nie przyjmuj¡ jednej kon�guracji. Odpowied¹ zawarta jest we wzorze (3.1),
a to, »e doj±cie do niej wymaga obycia si¦ z rozkªadem Boltzmanna pokazuje jak
pi¦kne potra�¡ by¢ proste odpowiedzi na zªo»one pytania.
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Drugi program zaliczeniowy

4.1 Model HP

Model HP (hydrophobic-polar protein folding model) to model polimeru wyko-
rzystywany w badaniach nad ogólnymi zasadami rz¡dz¡cymi procesem zwijania bia-
ªek. Badania tego typu w przypadku modeli peªnoatomowych wi¡»¡ si¦ ze znacznymi
kosztami obliczeniowymi, podczas gdy w modelu HP, ze wzgl¦du na uproszczon¡
charakterystyk¦ ukªadu, mo»liwe jest przeprowadzenie krótkiej symulacji (trwaj¡-
cej od kilku minut do kilku godzin), w trakcie której ukªad jest w stanie osi¡gn¡¢
wszystkie mo»liwe kon�guracje.

Rysunek 4.1: Dwuwymiarowy model HP o sekwencji: HPHPHHHHHPHP (wizu-
alizacja w PyMOLu). Na czerwono zaznaczono aminokwasy hydrofobowe (H), na
czarno aminokwasy polarne (P).
Po lewej: Poniewa» nie wyst¦puj¡ kontakty H-H, energia wynosi 0.
�rodkowy: Obrót wokóª szóstego aminokwasu (zaznaczono na zielono) skutkuje
utworzeniem kontaktu H-H mi¦dzy ósmym i pi¡tym aminokwasem.
Po prawej: Transformacja zostaªa zaakceptowana, liczba kontaktów H-H wynosi
1, zatem nowa energia ukªadu wynosi −ε.

Idea modelu HP opiera si¦ na obserwacji, i» kluczow¡ rol¦ w procesie zwijania
biaªek peªni efekt hydrofobowy (w tym kontek±cie spotka¢ si¦ mo»na z terminem:
�oddziaªywania hydrofobowe�). W podstawowym modelu HP polimer zbudowny
jest z monomerów H (hydrofobowych) oraz P (polarnych), przy czym wkªad do
energii pochodzi jedynie od H. Mo»na wi¦c my±le¢ o modelu HP jak o modelu
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biaªka, w którym alfabet aminokwasów ograniczony zostaª do zbioru {H,P}. Ami-
nokwasy znajduj¡ si¦ w w¦zªach sieci kwadratowej (square lattice) w przypadku
modelu dwuwymiarowego, za± w przypadku modelu trójwymiarowego - w w¦zªach
sieci sze±ciennej (cubic lattice). Dwa aminokwasy nie mog¡ znajdowa¢ si¦ w tym
samym w¦¹le. Natomiast je±li dwa aminokwasy poª¡czone s¡ wi¡zaniem (przez ana-
logi¦ do wi¡zania peptydowego mi¦dzy aminokwasami w biaªkach), to musz¡ si¦
one znajdowa¢ w s¡siednich w¦zªach. Mikrostan ukªadu mo»na okre±li¢ poprzez: se-
kwencj¦ peptydu oraz poªo»enia poszczególnych aminokwasów (czyli kon�guracj¦).

Ewolucj¦ ukªadu w modelu HP zadaj¡:

1. zestaw transformacji struktury;
2. prawdopodobie«stwa przej±¢ mi¦dzy mikrostanami.

Przykªadem transformacji mo»e by¢ obrót cz¦±ci biaªka o pewien k¡t wokóª wy-
branego aminokwasu (Rys. 4.1). W przypadku modelu 2D istniej¡ cztery mo»liwe
obroty, z czego jeden z nich jest przeksztaªceniem identyczno±ciowym. Je»eli po
dokonaniu obrotu »adne dwa aminokwasy nie zajmuj¡ tego samego punktu w prze-
strzeni, obrót uznajemy za dozwolony.

Po dokonaniu dozwolonej transformacji, prawdopodobie«stwo akceptacji nowego
mikrostanu zale»y jedynie od zmiany warto±ci energii, ∆E = Enowa−Estara. Innymi
sªowy: to czy zaakceptujemy transformacj¦ zale»y jedynie od tego jaki jest �nowy�
i �stary� mikrostan - wcze±niejsza historia ukªadu nie ma tu znaczenia. Zatem ewo-
lucja peptydu (ci¡g kon�guracji wygenerowany w toku symulacji) jest realizacj¡
procesu stochastycznego, w którym prawdopodobie«stwo akceptacji nowej kon�gu-
racji zale»y jedynie od tego, jaka byªa poprzednia1.

4.2 Sie¢

Niech:
ex = (1, 0), ey = (0, 1)

b¦d¡ wektorami bazowymi w przypadku dwuwymiarowym, za±:

ex = (1, 0, 0), ey = (0, 1, 0), ez = (0, 0, 1)

wektorami bazowymi w przypadku trójwymiarowym. Sieci¡ kwadratow¡ nazywa¢
b¦dziemy zbiór

LATTICE2D = {xex + yey : x, y ∈ Z}

za± zbiór:
LATTICE3D = {xex + yey + z ez : x, y, z ∈ Z}

1Proces stochastyczny w którym prawdopodobie«stwa zdarze« zale»¡ jedynie od �stanu przed�
i �stanu po� nazywany jest ªa«cuchem Markowa.
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nazwiemy sieci¡ sze±cienn¡. Element sieci (w¦zeª) opisujemy przez podanie dwóch,
b¡d¹ trzech liczb caªkowitych (wspóªrz¦dnych w¦zªa), przykªadowo dla sieci sze-
±ciennej: (0,1,-10). Powiemy, »e w¦zªy a i b s¡siaduj¡ ze sob¡ (ozn. a ∼ b), je»eli
istnieje wektor bazowy e taki, »e:

a = b + e ∨ b = a + e

Niech CHAIN = {1, ...,m} b¦dzie zbiorem aminokwasów tworz¡cych peptyd, gdzie
m to dªugo±¢ peptydu. Wówczas struktur¦ przestrzenn¡ (dla sieci kwadratowej)
wyra»a¢ b¦dziemy przez funkcj¦:

s : CHAIN → LATTICE2D

speªniaj¡c¡ warunki
s(1) = (0, 0)

∀i 6=j s(i) 6= s(j)

∀i<n s(i+ 1) ∼ s(i)

Sama struktura (w postaci funkcji s) nie wystarcza do okre±lenia energii ukªadu,
potrzebna jest jeszcze sekwencja aminokwasowa.

4.3 Sekwencja

Sekwencja ªa«cucha okre±lona jest przez wzorzec hydrofobowy:

Pat : CHAIN → {H,P}.

Rozwa»any model dzieli aminokwasy ze wzgl¦du na wªa±ciwo±ci oddziaªywa« dale-
kozasi¦gowych na dwie kategorie: hydrofobowe (H) oraz polarne (P). Dalekozasi¦-
gowo±¢ oddziaªywa« odnosi si¦ do wzajemnych poªo»e« aminokwasów w sekwencji,
a nie w przestrzeni. Przykªadowo: o obecno±ci oddziaªywa« dalekozasi¦gowych mo-
»emy mówi¢ w przypadku pary aminokwasów o numerach 1 i 4, b¡d¹: 2 i 9, ale nie
w przypadku par: 1 i 3, czy te» 4 i 5 (które s¡ �blisko siebie� w sekwencji). Szczegóªy
w poni»szej sekcji Oddziaªywania.

4.4 Oddziaªywania

W najprostszym modelu HP rozwa»a si¦ jedynie oddziaªywania dalekozasi¦gowe
pomi¦dzy aminokwasami hydrofobowymi. Par¦ aminokwasów hydrofobowych, znaj-
duj¡cych si¦ w s¡siednich w¦zªach, które nie s¡ �blisko siebie w sekwencji�, nazwiemy
kontaktem. Energia danej struktury zale»y jedynie od liczby kontaktów i jest do niej
proporcjonalna.

�ci±lej, niech:

KHH(s) = #{{i, j} : |i− j| > 2, s(i) ∼ s(j), Pat(i) = Pat(j) = H}
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oznacza liczb¦ kontaktów w strukturze s. Energia ukªadu wyra»a si¦ wzorem:

E(s) = −εKHH(s),

gdzie ε > 0.

Interakcje pomi¦dzy aminokwasami hydrofobowymi odzwierciedlaj¡ ich tenden-
cj¦ do kierowania si¦ do wewn¡trz biaªka i tym samym unikania kontaktu z wod¡.
Nale»y podkre±li¢, »e model HP uwydatnia jeden aspekt procesu zwijania biaªek
(efekt hydrofobowy), ignoruje natomiast oddziaªywania lokalne wyst¦puj¡ce w rze-
czywistym biaªku:

1. sztywno±¢ ªa«cucha (objawiaj¡c¡ si¦ niedozwolonymi warto±ciami k¡tów φ-ψ
na wykresie Ramachandrana)

2. wi¡zania wodorowe (istotne mi¦dzy innymi w α-helisach i β-kartkach, czyli
w tzw. strukturze II-rz¦dowej).

Model HP jest niezwykle prosty, co nasuwa jedno oczywiste pytanie: Czy nie

jest przypadkiem ZBYT prosty? Naturalnie, rzeczywiste biaªka (a nawet bardziej
zªo»one modele biaªek) nie s¡ rozpi¦te na sieci. Wi¦cej: s¡ opisane p¦dami. Ale to
nie jedyne zastrze»enia, ró»nic mo»na wymieni¢ wi¦cej.

Je»eli chcieliby±my wszystkie wnioski wyniesione z modelu HP przenie±¢ na rze-
czywiste biaªka, to owszem - model HP okazaªby si¦ zbyt prosty. Jednak mamy
nadziej¦ i okazj¦ wyrobi¢ sobie intuicj¦ nie tyle zwi¡zan¡ z modelem HP, ale z roz-
kªadem Boltzmanna, który jest kluczow¡ cech¡, ª¡cz¡c¡ ten model z rzeczywistymi
biaªkami.

4.5 Estymacja wªasno±ci makroskopowych

Je»eli dysponujemy dowoln¡ prób¡ mikrostanów (xn), mo»emy wªasno±¢ ma-
kroskopow¡ A estymowa¢, obliczaj¡c jej ±redni¡ 〈A〉:

EA ≈ 〈A〉 =
1
M

M∑
α=1

p(xα)A(xα),

gdzie p(xα) jest prawdopodobie«stwem mikrostanu xα, za±M jest liczno±ci¡ próby.
Jednak»e estymator tego typu, z dowolnie (¹le) próbkowan¡ przestrzeni¡ fazow¡
mo»e bardzo wolno zbiega¢ do warto±ci oczekiwanej EA. W zasadzie mo»na wymy-
±li¢ próbkowanie, przy którym estymator nigdy nie zbiegnie do warto±ci oczekiwanej.

Zaªó»my, »e dysponujemy ci¡giem mikrostanów próbkowanych zgodnie z roz-
kªadem Boltzmanna, (xBn ). Wówczas mo»emy estymowa¢ wªasno±¢ makroskopow¡
A przez ±redni¡ 〈A〉B:

EA ≈ 〈A〉B =
1
M

M∑
α=1

A(xBα ), (4.1)
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gdzie M jest liczno±ci¡ próby. Jest szalenie istotne, aby umieli Pa«stwo rozró»ni¢
sum¦ po mo»liwych mikrostanach (3.2), która de�niuje EA, od sumy po mikrosta-
nach z próby (4.1), która de�niuje estymator EA, oznaczony tutaj przez 〈A〉B.

4.6 Metoda Monte Carlo - algorytm Metropolisa

Algorytm Metropolisa pozwoli nam otrzyma¢ prób¦ zgodn¡ z rozkªadem Bolt-
zmanna, czyli (xB).

Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenie:

π(j) = exp[−Ej/kBT ],

gdzie j jest kon�guracj¡ o energii Ej . Istot¡ algorytmu Metropolisa jest stworzenie
ci¡gu mikrostanów, b¦d¡cego realizacj¡ ªa«cucha Markowa z prawdopodobie«stwem
przej±¢, zale»¡cym od ró»nicy energii kolejnych mikrostanów. W przypadku modelu
HP algorytm Metropolisa przebiega nast¦puj¡co:

1. Zainicjuj struktur¦ danych A, w której zapami¦tywa¢ b¦dziemy mikrostany.
2. Stwórz mikrostan X.
3. Oblicz energi¦ EX .
4. Stwórz mikrostan Y , jako wynik dozwolonej transformacji mikrostanu X2.
5. Oblicz energi¦ EY .
6. Zaakceptuj nowy mikrostan z prawdopodobie«stwem:

p(accept{X → Y }) = min
{

1,
π(Y )
π(X)

}
.

7. Je»eli mikrostan zostaª zaakceptowany wykonaj:

X := Y

8. Zapisz mikrostan:
A.push(X)

9. Je»eli dokonano K kroków, zako«cz i wypisz statystyki do pliku. W przeciw-
nym wypadku wró¢ do 4.

4.7 Transformacje

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ tylko modelem 2D, dla którego wystarczaj¡ca b¦dzie
transformacja �obrót wokóª aminokwasu�. Wystarczaj¡ca, albowiem z ka»dej kon-
�guracji jeste±my w stanie odtworzy¢ dowoln¡ inn¡ kon�guracj¦ na drodze ci¡gu
transformacji �obrót wokóª aminokwasu�. Transformacja prezentuje si¦ nast¦puj¡co:

2Dokonujemy obrotu cz¦±ci peptydu wokóª losowo wybranego aminokwasu.
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losujemy aminokwas (dowolny, oprócz ostatniego), losujemy macierz obrotu i doko-
nujemy transformacji aminokwasów, które znajduj¡ si¦ w sekwencji za wylosowa-
nym aminokwasem. Niektóre elementy polimeru mog¡ si¦ w wyniku takiej transfor-
macji nakªada¢, nale»y zatem sprawdzi¢ czy obrót jest dozwolony.

Mo»na wymy±li¢ jeszcze wiele transformacji, które razem z obrotami prowa-
dziªyby do szybciej zbie»nych estymacji. W szczególno±ci, transformacje które po-
zwoliªyby osi¡ga¢ mikrostany trudne do zrealizowania przy u»yciu samych obro-
tów (szczegóªy na ¢wiczeniach). Cho¢ nie jest to temat, który b¦dziemy zgª¦bia¢
w ramach tych ¢wicze«, warto zaakcentowa¢, »e problem doboru transformacji jest
niezwykle istotny w metodach MC.

4.8 Symulowane wy»arzanie (simulated annealing)

Najprostszym sposobem znajdowania konformacji o minimalnej energii jest sys-
tematyczne obni»anie temperatury podczas symulacji. Przy czym kon�guracj¡ wyj-
±ciow¡ w kolejnej, ni»szej temperaturze jest ko«cowa kon�guracja z poprzedniego
kroku temperaturowego (szczegóªy poni»ej, w opisie programu zaliczeniowego). Wad¡
tego rozwi¡zania jest to, »e ukªad mo»e si¦ ªatwo zatrzyma¢ w lokalnym minimum
energii, z którego wyj±cie przy obni»onej temperaturze oka»e si¦ niezwykle maªo
prawdopodobne. Ponadto, zbie»no±¢ algorytmu przy niskich temperaturach jest
niezno±nie powolna. Ukªad mo»e straci¢ du»o czasu (kroków symulacji) w niecce
reprezentuj¡cej lokalne minimum, b¡d¹ oscyluj¡c mi¦dzy stanami o tej samej ener-
gii.

4.9 Zamiana replik (Replica Exchange Monte Carlo)

W tym podej±ciu równolegle symuluje si¦ wiele kopii ukªadu, ka»d¡ w innej
temperaturze. Zaªó»my, »e w pewnym momencie symulacji algorytmu Metropolisa
i-ta replika o temperaturze Ti jest w mikrostanie xi o energii E(xi), za± j-ta replika
w odpowiednio: temperaturze Tj , w mikrostanie xj o energii E(xj). Z rozkªadu
jednorodnego losujemy par¦ kolejnych replik (i, j), które z prawdopodobie«stwem
pexch zostan¡ zamienione miejscami:

pexch = min{1, e−∆},

gdzie

∆ =
(

1
kBTj

− 1
kBTi

)
(E(xi)− E(xj)).

Po zamianie i-ta replika symulowana jest w temperaturze Tj , a j-ta w temperaturze
Ti. Poniewa» prawdopodobie«stwo zamiany maleje wykªadniczo wraz ze wzrostem
ró»nicy temperatur, rozwa»amy wyª¡cznie repliki s¡siednie. Zamiana temperatur
nie zmienia krajobrazu energetycznego, ale zmienia prawdopodobie«stwa kon�gu-
racji. Repliki, które utkn¦ªy w lokalnych minimach mog¡ zosta¢ z nich wyzwolone
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przez przeniesienie do wy»szej temperatury. Wymiany nie powinny by¢ zbyt cz¦ste,
gdy» po zmianie temperatury ukªad przez pewien czas stabilizuje si¦.

Przypominamy, »e po zako«czonej symulacji wªasno±¢ A mo»emy estymowa¢
zgodnie ze wzorem:

〈A〉B =
1
M

M∑
α=1

A(xα).

4.10 Symulacje wymagane do zaliczenia

Celem ¢wicze« jest zaimplementowanie modelu HP (domy±lnie w j¦zyku Java)
i sprawdzenie wyników przedstawionych w pracy Dilla [4]. Nale»y przeprowadzi¢
symulowane wy»arzania modeli dwuwymiarowych trzech polimerów o sekwencjach:

• PHPPHPPHHPPHHPPHPPHP

• HPPPHHPPHPHHHHHH

• HPPPHHPPHPHHPHHH

W przypadku ka»dego peptydu temperatur¡ pocz¡tkow¡ b¦dzie Tmax = 1, a tem-
peratur¡ ko«cow¡ Tmin = 0.15. Przyjmiemy, »e warto±¢ staªej Boltzmanna wy-
nosi kB = 1. Temperatura b¦dzie w trakcie symulacji male¢ o czynnik δ = 0.05.
Po przeprowadzeniu K = 10000 transformacji (dokonuj¡c akceptacji/odrzuce« wy-
generowanych mikrostanów) w danej temperaturze T , przeprowadzamy kolejnych
K kroków, w temperaturze T − δ i tak dalej, a» do osi¡gni¦cia Tmin. Kon�guracja
pocz¡tkowa ukªadu w temperaturze T − δ b¦dzie kon�guracj¡ ko«cow¡ z tempera-
tury T .
W du»ym uproszczeniu:

SYMULOWANE-WY�ARZANIE(Tmax, Tmin, δ,K)
1 Inicjalizacja(U)
2 � Zainicjalizuj ukªad U
3 T←Tmax
4 while T ≥ Tmin
5 do
6 Zrób-K-Transformacji-Z-Algorytmem-Metropolisa(U,K, T )
7 Wypisz-Konfiguracj¦-O-Najni»szej-Energii
8 Wypisz-Dotychczasow¡-Trajektori¦
9 T ← T − δ
10 Wypisz-Cv-Oraz-�redni-Moment-Bezwªadno±ci

Wykorzystuj¡c uzyskane z symulacji próby mikrostanów, nale»y wyznaczy¢ cie-
pªo wªa±ciwe ukªadu:

CV (T ) ≈
〈E2〉B(T )− 〈E〉2B(T )

kBT 2
,
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a tak»e ±redni moment bezwªadno±ci 〈I〉B(T ). Moment bezwªadno±ci polimeru o kon-
�guracji s wyra»a si¦ wzorem:

I =
m∑
i=1

(s(i) − µµµ)2,

gdzie µµµ to ±rodek masy polimeru, µµµ = 1
m

∑m
i=1 s(i).

W ka»dej temperaturze wygenerujemy dokªadnie K kon�guracji (zgodnie z al-
gorytmem Metropolisa). Dla ka»dej temperatury nale»y sporz¡dzi¢ histogram liczby
wyst¡pie« kon�guracji w zale»no±ci od liczby kontaktów. Sporz¡dzi¢ nale»y równie»
wykres zale»no±ci ciepªa wªa±ciwego i ±redniego momentu bezwªadno±ci od tempe-
ratury.

Rysunek 4.2: Wykresy ciepªa wªa±ciwego, CV (T ), oraz ±redniego momentu bez-
wªadno±ci, 〈I〉B(T ), polimeru o sekwencji PHPPHPPHHPPHHPPHPPHP:
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Przykªadowy histogram wyst¡pie« kon�guracji o zadanej liczbie kontaktów przed-
stawiono na Rys. 4.3.

Rysunek 4.3: Histogram kontaktów dla T = 0.35, dla polimeru o sekwencji
PHPPHPPHHPPHHPPHPPHP:
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Wyniki nale»y przedstawi¢ w postaci wykresów. Pisemne sprawozdania nie s¡
obowi¡zkowe, sprawdzane b¦d¡ wykresy (histogramy we wszystkich temperaturach,
CV (T ) i 〈I〉B(T)) i dziaªanie programu (na jednych z ¢wicze« nale»y uruchomi¢
program i przeprowadzi¢ symulacje).
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Trzeci program zaliczeniowy

Celem trzeciego programu zaliczeniowego jest przeprowadzenie symulacji MD
ukªadu bardzo zbli»onego do znanego nam ju» modelu HP. W pierwszej kolejno±ci
nale»y zaimplementowa¢ poni»szy algorytm caªkuj¡cy (5.1). Nast¦pnie, potrzebu-
jemy upewni¢ si¦, »e nasz program dziaªa dla wymiarów wy»szych, ni» 1. W ko«cu,
musimy umo»liwi¢, aby kilka potencjaªów mogªo opisywa¢ nasz ukªad jednocze±nie

(np. Lenarda-Jonesa + �mi¦kkie ±cianki�) � w tym celu najlepiej jest skorzysta¢ z
dekoratora (wzorca projektowego omówionego na ¢wiczeniach). Warto doda¢ po-
tencjaª �mi¦kkie ±cianki�, aby ukªad nie odpªyn¡ª nam w sin¡ dal. Jednak uwaga:
staªa L powinna by¢ na tyle du»a, aby sfera zerowego potencjaªu pomie±ciªa caªy
ukªad.

Do symulacji ukªadu zbli»onego do modelu HP potrzebujemy jeszcze dwóch
dodatkowych potencjaªów: oddziaªywania kolejnych aminokwasów i wi¡zania H�H
(5.2 i 5.3). Dodatkowo, klasa Atom potrzebuje nowego atrybutu � type � który
b¦dzie znakiem P b¡d¹ H.

5.1 Równanie Langevina - integrator BBK

Oddziaªywanie ukªadu z termostatem o temperaturze T modeluje si¦ na wiele
sposobów. Jednym z nich jest integrator BBK:

r(t+ ∆t) :=
2r(t)− r(t−∆t)(1−∆t/2) + 1

m(F(t) + FR)(∆t)2

1 + ∆t/2
,

gdzie FR jest siª¡ losow¡, generowan¡ z 3-wymiarowego rozkªadu normalnego, ze
±redni¡ 0 i wariancj¡ 2kBTm/∆t w ka»dym z trzech kierunków. Przyjmujemy, »e
staªa Boltzmanna ma warto±¢ 1.

5.2 Potencjaª bonded

Je»eli atomy i oraz j s¡ kolejnymi elementami ukªadu (�aminokwasami�), ich
oddziaªywnie wzbogacone b¦dzie nast¦puj¡cym potencjaªem:

U(rij) = κ(r0 − ||rij ||)2,

27
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gdzie κ jest staª¡ spr¦»ysto±ci (we¹my κ = 200), rij to wektor ª¡cz¡cy atom i oraz j,
za± r0 to odlegªo±¢ równowagowa mi¦dzy atomami (we¹my r0 = 1). Potencjaª bonded
zapewnia¢ b¦dzie odpowiedni¡ dªugo±¢ wi¡zania (u nas 1), tak aby nasz ªa«cuch
przypominaª model HP, w którym dªugo±¢ wi¡za« byªa ustalona �na sztywno�.

5.3 Potencjaª Morse'a

Je»eli atomy i oraz j s¡ typu H i dziel¡ je co najmniej dwa inne atomy (tzn.
|i− j| > 2), wyst¦puje mi¦dzy nimi oddziaªywanie H�H, które modelowa¢ b¦dziemy
potencjaªem Morse'a:

U(rij) = D (1− e−α(||rij ||−r0))2 −D,

w którym staªa D wpªywa na gª¦boko±¢ minimum, za± parametr α na ksztaªt (�stro-
mo±¢�) funkcji. We¹miemy D = 1 oraz α = 20.

Rysunek 5.1: Ksztaªt potencjaªów: Lenarda-Jonesa (E , R = 1), Morse'a (D = 1,
α = 20) oraz bonded (κ = 200) w przypadku 1-wymiarowym.
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5.4 Symulacja

Zaliczenie trzeciego programu zaliczeniowego polega¢ b¦dzie na przeprowadze-
niu symulacji przy zadanej dªugo±ci i liczbie kroków. Na staªe mo»na wszy¢ do
programu: ukªad i algorytm caªkuj¡cy (BBK). Prosiªbym, aby ukªadem wyj±cio-
wym byª pierwszy ªa«cuch HP z drugiego programu zaliczeniowego, z kon�guracj¡
o najni»szej energii. Przedziaª temperatur, który nas interesuje to T ∈ [0, 1].

W odró»nieniu do pierwszego programu zaliczeniowego, tym razem sprawdzana
b¦dzie przede wszystkim trajektoria ukªadu (plik .xyz).
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