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2.1 Podstawy

Rys. 2.1.1 Wiliam Gilbert

Zjaiwska elektryczne obserwowane byly juz w starozystnosci.
Obserwowano fascynujace zachowanie bursztynu, ktéry
potarty o tkanine przyciagal skrawki stomy. Wtasnie od
greckiej nazwy bursztynu (nAektpov) wywodzi sie okreslenie
tych zjawisk. Elektryczny (lac. electricus), odnoszacy sie do
zjawiska przyciggania matych obiektéw po potarciu to termin
wprowadzony przez Wiliama Gilberta w traktacie De Magnete

(1600).
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Colchester , 24 maja 1544,

zm. Londyn, 10 grudnia 1

Rys. 2.1.2 Charles
Francois de Cisternay du
Fay, ur Paryz, 14 wrzesnia
1698, zm 1739

603
Badania nad elektrycznoscia przyspieszyty w XVIII w. kiedy to w pracy

"Discourse concerning Electricity” Philosophical Transactions 431,
258 (1734) Charles Francois de Cisternay du Fay wprowadzit pojecie
elektrycznosci szklanej i zywicznej. Okazuje sie, Ze potarty kawatek
szkla przyciaga potarty kawatek plastiku. Dwa potarte kawatki szkta lub
plastiku nawzajem sie odpychaja. Obserwacja to pozwolita mu na
rozroznienie dwdch rodzajow elektrycznosci. Dzi§ wiemy, ze te ,dwa
rodzaje” wiaza sie z dwoma mozliwymi rodzajami }adunkéw
elektrycznych. Szklo elektryzuje sie tadunkiem dodatni, plastik

ladunkiem ujemnym.

Oddziatywanie elektryczne wyjasnia tez mozliwos¢ elektryzowania cial przez indukcje (wplyw).

Kiedy do przewodnika zblizamy (ale nie dotykamy) naelektryzowana pateczke, jej tadunek przyciaga

przeciwny tadunek znajdujacy sie w przewodniku. Rozdzielajagc w tym momencie dwie czeSci

przewodnika powodujemy, ze kazda na nich bedzie naladowana przeciwnie, co fatwo sprawdzi¢

obserwujac zachowanie elektroskopu.




Rys. 2.1.3. Elektryzowanie przez indukcje

Dzi$ wiemy, ze istnieja dwa rodzaje tadunkow: dodatnie i
ujemne. Nazwanie elektrycznosci szklanej- dodatnig, a
zywicznej ujemng zwdzieczamy Benjaminowi Frankilkowi.

Ladunki tego samego znaku odpychajg sie, a tadunki

przeciwnych znakow przyciagaja sie, co tlumaczy
zachowanie nalektryzowanych pateczek.
Ladunek elektryczny jest skwantowany: elementarnymi

nosnikami tadunku sq elektrony (-) i protony (+).
Eadunek elementarny Q.=1.60217733+0.00000049 -10™"
C=e
Co prawda kwarki, czyli czastki, z ktérych zbudowane sa
np. protony i neutrony, majg tadunki +e/3 lub +2e/3, ale sa

one zawsze uwiezione, tj. nie wystepujg poza hadronami.

ys. 2.1.4. Benjamin Franklin ur.
Boston, 17 stycznia 1706, zm.
Filadelfia, 17 kwietnia 1790

Z tego powodu, nie traktuje sie ich jako tadunki elementarne.

u c t )

up charm top +—e
gorny powabny | prawdziwy 3

d s b 1
down strange bottom - g e
dolny dziwny piekny

F.adunek elektronu jest rowny ladunkowi protonu

q,—q, =107,

Symbo | Nazwa Skiad Ladunek elektryczny (|e|)
1

p proton uud 1

n neutron udd 0




Catkowity ladunek elektryczny izolowanego ukladu to algebraiczna suma tadunkow
dodatnich i ujemnych wystepujacych w dowolnej chwili czasu i nie moze ulega¢ zmianie.

Zasada zachowania tadunku obowigzuje m.in. w takich procesach jak:

Anihilacja elektronu e— (o tadunku —e) i jego antyczastki, pozytonu e* (o fadunku +e), w
wyniku ktorej czastki te przeksztalcaja sie w dwa kwanty y (promieniowania

elektromagnetycznego o wielkiej energii):

e +e =2y + y gdzie m(e)=m(e") |Q(e')| = |Q( e’)

Kreacja pary elektron-pozyton:
Y- e +e’
Rozpad beta (minus)
137 137 -
Cs—Cs+e +v,
czy tez ogolnie:

A A 0
VA X_>Z+1Y+—1ﬁ + Ve

gdzie:
A —liczba masowa
Z — liczba atomowa (liczba protonow odpowiadajaca tadunkowi
elektrycznemu)
LB
- elektron
v

e
- antyneutrino elektronowe

Ladunek elektryczny nie zalezy od predkosci czastki, a wiec nie zmienia sie przy

przechodzeniu z jednego do drugiego ukladu odniesienia.

Obserwowane przez nas w doswiadczeniach efekty sa zwiazane z budowa materii. Cialo z
jednakowa ilosScia }adunku dodatniego i ujemnego jest obojetne elektrycznie. Cialo, w
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ktorym wielkosci tych !adunkéw nie sa réwne jest naladowane elektrycznie
(naelektryzowane) i posiada tadunek nadmiarowy (niezrownowazony).

Mozliwos¢ przeptywu tadunku elektrycznego pozwala na klasyfikacje substancji.

Atom Molecule Insulator Semiconductor Pnped Metal
o semiconductor
= g 5 S “8i—5i—5—5Si"
o H®H Si0z S0 s | ol . ...
= @ Sio, S0, ‘Si—si—si—si- -si‘a—s\-
= ..
n sio, Sio, yYYY ) o M Ny
SIS kil S S =i .
S0 Sio | 1 | | | 1 | 1 ....
= 4 2 -5i —5i —S5i —5i- S5 —5i —5i —5i -
o
% 6 Ef Ef—— Efy E Ej E
o =2 T =
o B r ) | IEg :kT tkT Ep =
o g / / | 5 bt B p— e
a — 5 B Er '
Lm L m k k k k

Rys. 2.1.5. Elektroniczna struktura materii, The Opensource Handbook of Nanoscience and
Nanotechnology

W izolatorach (ang. insulator ) }adunek nie moze swobodnie przeptywac. Przykladami
izolatorow sa guma (taka jak izolacja przewodu elektrycznego zasilajacego lampe), plastik,

szkto, kwarc (dwutlenek krzemu) czy chemicznie czysta woda.

W przewodnikach !adunek elektryczny moze sie porusza¢ swobodnie. Przykladami

przewodnika sq metale (miedz, ztoto, srebro), ciato ludzkie czy woda z kranu.

Pélprzewodniki maja wlasnosci posrednie pomiedzy przewodnikami i izolatorami. Zdolno$¢
do przewodzenia tadunku zalezy w nich silnie od temperatury. Polprzewodnikami sg krzem
(Si), german (Ge), arsenek galu (GaAs) czy forsforek indu (InP) uzywane w ukladach

elektronicznych i optoelektronicznych.

Nadprzewodniki sq doskonalymi przewodnikami. Eadunek elektryczny w

nadprzewodnikach przeptywa bez napotykania jakiegokolwiek oporu.

Jesli dwa jednakowe przewodniki zetkng sie lub zostana potaczone przewodem to ich tadunek
nadmiarowy rozdzieli sie rowno pomiedzy nie (ten fakt wykorzystal Coulomb w swoim
doswiadczeniu). Nadmiarowy tadunek elektryczny umieszczony na przewodniku sferycznym
rozklada sie rownomiernie na jego zewnetrznej powierzchni.

Mozliwos¢ swobodnego przeptywu tadunku w metalach wyjasnia dzialanie elektroskopu
(Patrz. Rys. 2.1.6). Po dotnieciu do glowki elektroskopu naelektryzowanej pateczki,

zgromadzony na niej tadunek (w pokazanym przypadku elektrony) przeptywa na listki



urzadzenia, swobodnie sie¢ na nich rozprzestrzeniajac. Naladaowa listki odpychaja sie

powodujac obserwowane wychylenie.

Rys. 2.1.6. Dzialanie elektroskopu



2.2. Prawo Coulomba

Prawo Coulomba okre$la site elektrostatyczng dziatajaca miedzy
fadunkami punktowymi. Jesli spoczywajace (lub wolno poru-
szajace sie) tadunki @i i g odlegle sa 0 r to wartosSc sity

dzialajacej na kazdy z nich ze strony drugiego tadunku wynosi:

‘quqZ‘

2

F =k

gdzie

Rys.2.2.1. Charles Augustin de K= 1 c? —8.99%10° Nm?
Coulomb, ur. Angouleme‘, 14 471'80 107 Am . C2
czerwca 1736 , zm. Paryz, 23 Vs

sierpnia 1806

¢ — predkos¢ Swiatla w prozni,

€o - przenikalno$¢ elektryczna prozni = 8,85x10™"? C¥/Nm”>.

Fop@r_ 1 aGn
2

2 - 2
r21 r21 471-‘(30 r21 r21

Fop@%h_ 1 oagrn,
1

2 - 2
r12 r12 471-'90 r12 r12

Mo, =Ty



Wektor sity elektrycznej dziatajacej na jedna czastke naladowana ze strony innej
czastki naladowanej jest skierowany w strone tej drugiej czastki (gdy tadunki czastek sa

przeciwne) lub odwrotnie (gdy tadunki s tego samego znaku).

Jesli na czastke dziala wiele sit elektrostatycznych to

sita wypadkowa jest sumg wektorowq sit skladowych

(zasada superpozycji).
P@p:Pﬁ+Fﬁ ©

Rys. 2.2.2. Zasada superpozycji

Warto zwréci¢ uwage na podobienistwa i réznice pomiedzy sila Colomba i sila oddzialywania

grawitacyjnego:

mm, i
2

r21 r21

F=-G

Wielkos¢ obu sit zalezy odwrotnie proporcjonalnie od odleglosci pomiedzy oddzialujacymi
ciatami, ale sila grawitacyjna jest zawsze przyciagajaca podczas gdy sita elektryczna moze
by¢ zaréwno przyciggajaca jak i odpychajaca. Ponadto nie istniejg ciala neutralne

grawitacyjnie, tak jak moga istniec ciata neutralne elektrycznie.

Warto poréwnac site elektrostatyczng i  grawitacyjng dzialajaca miedzy elektronem i
protonem w atomie wodoru. Aby je oszacowac przymijmy, Ze elektron i proton znajdujg sie w
odleglosci promienia bohrowskiego od siebie ( oczywiscie odleglos¢ ta nie ma znaczenia).

o N’ 9.11x10'kg)(1.67x10 " kg]

mm
F,=G~12=667x1 .

. =3.63x10'N
r kg (5.29x10™" m)
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2 19 ~)?
F ook 8% _gyqor NM [1.6x10"°C

=8.23x107°°N
r’ C*  (5.29x10"'m)’

F
—£=2.27x10%
g
Sila elektrostatyczna jest w tym przypadku wiele rzedéw wielkosci wieksza niz sita
grawityacyjna. W istocie sily grawitacyjne majg znaczenie gdy rozwazamy ogromne masy

ciat niebieskich i materii w przestrzeni kosmicznej. O ile mozna zgromadzi¢ ogromne masy,

niemozliwe jest wytworzenie bardzo silnie naladowanych ciat.
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2.3 Pole elektryczne

E

Natezenie pola elektrycznego wytwarzanego przez ladunek punktowy ¢ w danym

F

21
punkcie jest definiowane jako stosunek sity , ktorg to pole dziataloby na dodatni

tadunek préobny @, ktory zostatby w tym punkcie umieszczony:

{:

Rys. 2.3.1. Sila elektrostatyczna w polu tadunku punktowego

Rozklad pola elektrycznego mozna wizualizowa¢ korzystajac z pojecia linii pola
elektrycznego. Wektor natezenia pola elektrycznego w dowolnym punkcie jest styczny do
linii pola elektrycznego. Gestos¢ linii pola w tym punkcie jest proporcjonalna do wartosci

natezenia pola elektrycznego. Tak wiec blizsze siebie linie odpowiadaja silniejszemu polu.

Pojecie pola elektrycznego jest wygodnym sposobem opisu oddzialtywan, gdyz pozwala
zapomnieC o zrdédle tego pola. W przypadku tadunkéw punktowych natezenie pola wielu
tadunkow jest wektorowa sumg natezen pol pochodzacych od poszczegdlnych tadunkow.
Kiedy mamy do czynienia z bardziej ztozonymi ukladami, ukladami, w ktérych adunek jest
rozciagly, do znajdowania natezenia pola wykorzystujemy pojecie ciagltego rozkiladu

fadunkow.
Dipol elektryczny

Dipol elektryczny (z gr. dipolos - dwa
bieguny) skiada sie z dwéch tadunkow o tej

samej wartosci i przeciwnych znakach.

O >
A -q  +q

Moment dipolowy dipola:

@)
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p=q(r,—r)=qd

Rys. 2.3.2. Rozk}ad pola elektrycznego wokot dipola
Natezenie pola elektrycznego na osi dipola:

E=F = EHq +EX’_q =

-2 2
L a1 g _ 1 aff dy [ d
471'80( d) 471'80( d) Are, x* 2 2
X X+

d —2
kf1-% | =k 1425 4
X 2X X X
kf1+ 9| =k Tf1-2% 4
X 2X X 2X
g =119, 109y )22k g P
X X X X X

Natezenie pola elektrycznego maleje z odlegloScig jak 1/x°!

Na plaszczyznie symetrii pomiedzy tadunkami dipola pole elektryczne jest prostopadte do tej

plaszczyny:

d
q
E, =2k ZA 3/2
ay,
2
+q > Na dipol elektryczny w jednorodnym polu dziala moment
A7 sity M
5 . y
4 " M = pXE
F

—-q E
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Rys. 2.3.3. Moment sity dzialajacy na dipol elektryczny

E =-pE

p
Energia potencjalna dipola p w polu elektrycznym E rowna jest:

Do opisu momentow dipolowych czasteczek w fizyce atomowej i chemii stosuje sie czasem

debaje (D) — jednostki miary nienalezace do uktadu SI

1D =3,33564 10 C'm
Ni¢ naladowana jednorodnie z gestoscia fadunku A.
/i

rd 5

dx
— >
%

Rys. 2.3.4 Ni¢ natadowana jednorodnie o nieskonczonej dtugosci

Z symetrii wynika, Zze wypadkowe pole elektryczne w punkcie odleglym o z od tej nici bedzie
mialo wylacznie skladowa radialng. Wynika to z faktu, ze kazdemu elementowi dx
znajdujacemu sie w odleglosci x od umownego poczatku uktadu wspotrzednych ( patrz Rys.
2.3.4) odpowiada taki sam element dx znajdujacy sie w punkcie —x. Poszukujemy zatem

wylacznie sklagdowej radialnej sity dzialajacej na tadunek probny q’ :

1 q'Adx 1 q'Adx z 1 q'zAdx
dF, = 2 2 0s6 = 2 2 [a, 2 2, 232
Ame, X“+z Ame, X’ +2° X’ +2°  4AmE, (X’ +7°)
Fz = ZTsz = 1 AZT q dx 3/2
0 2me,  o|x* +2°)

Po zamianie zmiennych i wprowadzeniu kata 6:

do
x = z7tg6 dx Zc0529
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otrzymujemy:

czyli

dX /2 de

=z | -

2 270 2lig?0+1)  cos?o
Z3[x2 +1] (g )
z

doe 1 =2 T2 1
572 = !cos&c’lé?zz—2 gdsme:?
[cos%’j cos’6
F q Az _ Q'/l

2TE,Z

Pierscien naladowany jednorodnie z gestoscig liniowa ladunku A:

sita

elektryczna q" }

na osi
pierscienia

Rys. 2.3.5 PierScien naladowany jednorodnie z gestoScia
liniowa tadunku A

Z symetrii wynika, Ze natezenie pola elekrycznego bedzie w
takim przypadku miato wylgcznie skladowa wzdluz ponowej

osi pierscienia. Kazdemu elementowi dl odpowiada taki sam

element dI znajdujacy sie naprzeciwko.

q Al z_ ¢ zAdl
dme, r* r  47me, (7’ +R?)

3/2
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. q zZA - q' zZA _q Qz
F, = 5 23/2Id_ 5 23/2'27TR_ ) 5372
are, (2% + R?) are, (2> + R?) are, (2> + R?)
Z
X=—
Wprowadzajac bezwymiarowg zmienng , mozemy napisac, ze:
q Q X X

z _471'80 R? (X2 +1)3/2 T (X2 +1)3/2

Przechodzac do natezenia pola elektrycznego uzyskujemy:

X
Ez :EO (Xz +1)3/2 :Eof(X)

gdzie f(x) jest funkcja, ktorej wykres pokazuje Rys. 2.3.5. Warto przeanalizowa¢ zachowanie

tej funkcji w przypadkach granicznych.

Dla x—0, f(x)—0. Pole w Srodku pierscienia znika, gdyz w tym punkcie nawzajem znosza sie

wplywy elementéw potozonych doktadnie naprzeciw.

Dla x—>oo, f(x) —1/x*. Pole elektryczne dostatecznie daleko od piericienia staje sie podobne
do pola elektrycznego tadunku punktowego o wartosci r6wnej tadunkowi zgromadzonemu na

pierScieniu.
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Rys. 2.3.6. Wykres funkcji

17



Tarcza naladowana jednorodnie z gestoscia powierzchowa ladunku ¢

Q - tadunek catkowity, R - promien tarczy, ¢ — gestoS¢ powierzchniowa fadunku, a wiec Q =

onr?

?

dE dg =odS =207 x dx

1 zdg
dE = ame, (Zz +X2)3/2 —

1 2omxzdx oz 2xdx

} R P g, (2% +x%)

3/2

z
= — — | = ]__
2¢, [«/22 + R’ Z} 2¢, ( \z° + R’ )

Rys. 2.3.7. Tarcza natadowana
jednorodnie z gestoscia powierzchowa

tadunku o
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2.4. Prawo Gaussa

Strumien elektryczny @ przez powierzchnie odpowiada iloSci pola elektrycznego
przenikajacego przez te powierzchnie Element strumienia pola wektorowego E przez

element powierzchni dS:

dP=E-dS

ds

Wektor powierzchni dla elementu powierzchni jest wektorem prostopadtym do tego

elementu, ktorego warto$¢ jest rowna polu powierzchni dS tego elementu.

Calkowity strumien elektryczny przez powierzchnie wynosi

®=[dP=[E-dS

b

gdzie catkowanie odbywa sie po powierzchni.

Zdefiniujmy objetos¢ V, ograniczong przez powierzchnie X (bedziemy ja nazywac

powierzchnia Gaussa). Strumien pola elektrycznego przenikajacy te powierzchnie wynosi:

®={E-ds

Jesli Zrodtem pola elektrycznego jest tadunek punktowy, a powierzchnie definiujemy jako
sfere o promieniu r, ktérej srodek znajduje sie w punkcie, w ktérym znajduje sie ten tadunek,

to strumien pola elektrycznego przenikajacy te powierzchnie wynosi:

¢:§L%£.£.4mﬂ2 :i
Arme, r°r r £,

Strumien pola elektrycznego przenikajacy te powierzchnie jest rowny ‘adunkowi
elektrycznemu zawartemu wewnatrz (i podzielonemu przez stala elektryczng). W istocie
wynik ten jest bardziej ogdélny i stanowi prawo Gaussa, méwiace, ze dla dowolnej
powierzchni zamknietej strumien pola elektrycznego (natezenia pola elektrycznego), ktory

przez nig przenika jest rowny catkowitemu ladunkowi zawartemu wewnatrz tej powierzchni.
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Parwo Gaussa stanowi pierwsze z rownan Maxwella:

- -

E-ds=1

€

Prawo Gaussa mozna tez wyrazi¢ w postaci rozniczkowej
opisujacej lokalnie wlasnoSci pola elektrycznego.

Rozwazmy niewielki szeScian znajdujacy sie w punkcie o

wspohrzednych (x, y, z). Natezenie pola elektrycznego w | . i~
Rys. 2.4.1. Carl Friedrich Gauss —
princeps mathematicorum , ur. 30
kwietnia 1777 w Brunszwiku, zm.
powierzchni szeScianu mozna wyrazic¢ jako: 23 lutego 1855 w Getyndze

E(x)=E +adel.
ox

tym punkcie wynosi E.
W takim przypadku natezenie pola w punktach na

i

(x, vy, 2+AZ)

(x, y+Ay, z)

(x+Ax, y+Ay, z)

X

Rys. 2.4.2. Prawo Gaussa

Rozwazmy dla ustalenia uwagi strumien przenikajacy powierzchnie S; i S,. Wektory normalne

do tych powierzchni majg wspotrzedne:

n(s,)=10,-1,0]
n(s,)=[0,1,0]

Strumien przenikajacy te powierzchnie to odpowiednio:
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e, =—F (x,y,2) - Ax- Az; O, =E (x,y+Ay,z) Ax-Az

b

za$ wypadkowy strumien przenikajacy powierzchnie S; i S, wynosi:

P, +P, =(E, (x,y+Ay,z)-E (x,y,2)) - Ax-Az

Jednoczesnie:

oE
E (x,y+Ay,z)=E (x,y,2)+ 5 LAY +...
Y

CO 0oznacza, ze:

1 2 ay
W podobny sposob tatwo pokazac, ze:
oE
P, +P, = FAx-Ay-Az
3 ©ox
oraz
oE

Py +Dy =" L AX Ay Az

Podsumowujac zauwazamy, ze catkowity strumien przenikajacy Sciany szeScianu wynosi:

oE
b = aEX+ y+aEZ Ay - Az
ox dy 0z

W nawiasie znajujemy wynik dziatania pewnego operatora na wektor E, operator ten

nazywamy dywergencjq:
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OE, JOE, OE 0 d ). | < o
e N e D B Y 5
ax+8y+az ox dy dz |

Dywergencja we wspotrzednych kartezjanskich ma postac:

9 "9 "0
V=e —+te —+e —
"ox “dy oz

Prawo Gaussa mozemy zatem zapisa¢ w postaci:

CI)tot:jV-EdV:§E-ndS:Q:1Jpv(r)dV
v ) E &,v
CO oznacza, ze
i(v.E=2) Jy —g
v &,

Jesli catkowanie po dowolnej objetosci daje w wyniku zero oznacza to, ze wszedzie w

obszarze catkowania musi znika¢ funkcja podcatkowa, czyli dla dowolnego punkt przestrzeni:

v.g=Plr
& _

diVE: pV(r)
80

Powyzszy wzor stanowi rozniczkowa postac prawa Gaussa.
Pole elektryczne w przewodniku i woké! niego
Prawo Gaussa mozna latwo wykorzysta¢ do znajdowania natezenia pola elektrycznego w

réznych uktadach o wysokiej symetrii.
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11 EAS=9-95 L E-C
80

7 i & &
(o]
/ \
R J;_;: 0+ Natezenie pola elektrycznego zalezy liniowo
l__ od powierzchniowej gestosci tadunku
l»

Rys. 2.4.3. Natezenie pola elektrycznego nad metalowq péiprzestrzenia

®=E-S+E-S=2.E.5=7"°
80
E
()
E= "
2¢€

Rys. 2. 4 4. Natezeme pola elektrycznego nad natadowana jednorodna ptyta

Metoda obrazow

Rys. 2.4.5. Natezenie pola elektrycznego w przestrzeni nad uziemniong ptyta w obecnosci
ladunku +q —metoda obrazéw

Na plaszczyznie znika skltadowa styczna pole elektrycznego. Pozostaje sktadowa prostopadta:

23



1 aQ
Ei - 2 2
27[80 (a +p

)3/2

gdzie a jest odleglosciag tadunku Q od powierzchni, a p odlegloscia od tadunku liczong wzdhiz
powierzchni. Odpowiadajaca temu natezeniu pola lokalna gestos¢ tadunku zgromadzonego na

plaszczyznie wynosi:

_ 1 aQ
27 (a* + p?)

o =¢,E 3/2

Mozna tatwo pokazac, ze catkowity tadunek zgromadzony na ptaszczyznie wynosi Q

Prosta naladowana jednorodnie

Rys. 2.4.6 Prosta naladowana
jednorodnie

Pole elektryczne dla sferycznie symetrycznego rozkladu ladunkéw

0 dlar<R

E(r=1_Q dla r>R
Are,r

Rys. 2.4.7. Naladowana przewodzaca kula o
promieniu R

24



Natezenie pola elektrycznego

Jednorodnie naladowana kula
p,(r) dlar<R
0 dlar=R

1. dlar<R

E(r)4m?’ = 1qu (rdv'=
Eyo

Rys. 2.4.8. Jednorodnie zljp (r')47zr'2 dr'=4—ﬂjp (r|)r.z dr'
natadowana kula o promieniu R &, o ‘ &, 0 )
Q(r)=4x] p,(r)r dr' = E(r) =2
0 4e,r
dlar>R
_ _ Q
Q(r)=Q=E(r)= 2
4re,r

Co oznacza ze jednorodnie naladowana powloka kulista przyciaga lub odpycha inne
natadowane ciala tak, jakby caly jej fadunek by skupiony w jej srodku.
Szczegolny przypadek p(r) = po=const
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Q(r) = 47[},00r'2 dr'= 47;/)0 r’
0

o

g

£

3 :for dla r<R
© £

:8)' E(r): p0R3

c —%— dlar=R
B 3¢, r

2

Rys. 2.4.9. Natezenie natadowanej kuli o

promieniu R w funkcji odlegltosci od jej

Srodka

Réwnowaga w polu elektrostatycznym

Kiedy tadunek elektryczny moze by¢ w rownowadze trwalej w polu elektrycznym innych
fadunkéw? Rozwazmy sytuacje pokazang na Rys. 2.4.10. W punkcie P, pole elektryczne
musi znika¢ Po przesunieciu tadunku z punktu P, powinna pojawiac sie sila skierowana
przeciwnie do przesuniecia. W takim przypadku nieznikajacy strumien pola elektrycznego
oznacza tadunek ujemny znajdujacy sie wewnatrz powierzchni Gaussa. Ladunek dodatni
moze by¢ w rdwnowadze jesli znajduje sie w srodku tadunku ujemnego, ktéry musiatby by¢
utrzymywany przez sily nieelektryczne. Wynika stad, ze statyczny uklad ladunkow

elektrycznych nie moze pozostawa¢ w rownowadze trwate;j.

Rys. 2.4.10. Statyczny uktad tadunkéw elektrycznych nie moze pozostawa¢ w réwnowadze

trwalej
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2.5. Praca w polu elektrycznym, potencjatl

X

Rys. 2.5.1 Praca w polu elektrycznym

Praca sity elektrycznej W wzdhuz drogi I:

-

W = [Fdl
A

Jesli pole elektryczne pochodzi od taunku punktowego, to element przesuniecia dl mozna

roztozyC na element przesuniecia radialnego dr i element przesuniecia transwersalnego dt:

- -

del —qojE(dr +dt) —1q0qj(dr +dt)
4re,

Przesniecie transwersalne, a wiec prostopadte do kierunku dziatania sity nie wnosi wkiladu do
pracy, zatem:

1 B 1 B r
W L dr+dt - = —dr—
are, qoqi " ) are, qoqf

Q9 lfdr q.q 1
Ame, ar 4mwe, r

B
__9q(1_1
A 4rme,\ry T,
Praca, ktérej poszukujemy zalezy wylacznie od potozenia punkt poczatkowego i koncowego!

Poniewaz pole elektryczne jest addytywne, to znaczy, Ze natezenie pola mozna zawsze
przedstawi¢ jako sume natezen pochodzacych od kazdego z tworzacych je tadunkow,

dochodzimy mozemy ten wynik uogolni¢ na kazdy przypadek pola elektrostatycznego.
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b

Rys. 2.5.2 Niezalezno$¢ pracy w polu elektrostatycznym od drogi

R
W (@) =y, [Fdl == DL[ L2
A Adre,\ ry T,

B> "
W(b) :drogab .[Fdl == M l - l
A 47[80 g Ty

Jesli praca w polu elektrycznym nie zalezy od drogi: pole elektryczne jest zachowawcze

(konserwatywne):

—_ =

1. -7 B 7 A7 BT 7 B
“[Fdl =[Edl +|Edl =[Edl —[Edl =0
q A B A A

to w szczegolnosci dla pola elektrostatycznego krazenie natezenia pola elektrycznego po

krzywej zamknietej znika:

[Ed] =0
Podobnie jek w przypadku prawa Gaussa mozemy te postac catkowa zamienic na postac
rozniczkowa.
21 JEdl =E,(1)Ax + E,(2)Ay
—E,(3)Ax—E (4)Ay
Y
Yy . —(ED-EQ)A+(E,(2)-E,(4)Ay
Ax Poniewaz:
A 3 oE

E.(3)=E.()+ % * Ay
Ay * Yo

Rys.2.5.3 Twierdzenie Stokesa
28



OF,
E (4)=E (2)- ™ Ax

to:

- -

oE
JEdl = _B£IX AyAx + axy AyAx =

JE, OE,
ox dy

VAX

“(0E, OE,\ “(0E, OE,\ ~(JE, OE,
- +e - +e -
| dy 0z " dz ox | ox  dy

Mozemy to zapisa¢ w postaci:

[Edl = [[VXE) ndS

S

czyli
VXE=0

Energia potencjalna
Poniewaz praca potrzebna do przeniesienia fgdunku w polu elektycznym nie zalezy od drogi
to prace to mozna powigzac ze zmiang energii potencjalnej tadunku w polu:

AE,=E, —E, =—AW
gdzie AW - praca jaka wykonataby sita elektrostatyczna dzialajaca na }adunek przy
przeniesieniu go z punktu i do punktu f . Mozna w takim razie przypisa¢ fadunkowi w polu
elektrycznym pewna energie potencjalng. Zwykle przyjmuje sie, ze gdy tadunki sa

nieskonczenie dalekie od siebie

E, =0

pininu

W takim przypadku enegia potencjalna fadunku w polu jest réwna

E,(r)=-W.
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gdzie W, jest praca jaka wykonataby sila dzialajaca na tadunek w polu elektrostatycznym
przy przeniesieniu go z nieskonczonosci do punktu r, a E, jest elektryczng energia potencjalng
ktora zostalaby w takim przypadku zmagazynowana w ukladzie czastka-cialo.

Potencjal elektrostatyczny

Potencjat elektrostatyczny definiujemy jako energie potencjalng czastki przypadajaca na

jednostke tadnku:

Ao o

gdzie go— dodatni tadunek prébny, a V-potencjat elektrostatyczny.
Jesli czastka o tadunku g znajduje sie w punkcie, w ktérym potencjat pola elektrycznego
wytwarzanego przez naladowane cialo rowny jest V', to elektryczna energia potencjalna E,

uktadu czastka-ciato wynosi

E, =qV.

Jednostkq potencjatu jest wolt.

Powierzchnia ekwipotencjalna

Potencjat pola elektrycznego we wszystkich punktach na powierzchni ekwipotencjalnej jest
jednakowy. Praca wykonana nad fadunkiem przy przenoszeniu go z jednej powierzchni na
druga nie zalezy od potozenia tych punktow na odpowiednich powierzchniach i nie zalezy od
toru, po jakim przenosi sie ten tadunek Praca wykonana nad tadunkiem przy przesuwaniu go

po jednej powierzchni ekwipotencjalnej znika.

Potencjal elektrostatyczny, a natezenie pola elektrycznego

- -

f
AV =—|Edl

dV =—Edr

Wida¢, ze zmiana potencjalu powigzana jest z natezeniem pola elektrycznego, co mzna

zapisac jako:
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)% )% A%

dv =""dx+ " dy+% dz=—-\Edx+E,dy+E,dz| = E =

ox dy 0z

Czyli

E =—gradV =-VV

Natezenie pola elektrycznego E jest zawsze skierowane prostopadle do odpowiednich

powierzchni ekwipotencjalnych.
Operator gradientu ma nastepujaca postac:

wspohrzedne kartezjanskie

oV oV dV
ox dy 0z

VV(x,y,2)= {

wspotrzedne cylindryczne

oV 19V av}

VV(p,(p,Z) :|:ap:pa¢, Bz

wspotrzedne sferyczne

vV 10V 1 0V

VV ,9, = s ’
(r.0.9) [ar rd6 rsinf d¢

Potencjal elektrostatyczny ladunku punktowego

31
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~ |

9o
q

Rys. 2.5.4 Pole elektryczne tadunku punktowego

Potencjat elektryczny w punkcie r w polu tadunku punktowego odpowiada pracy potrzebnej
do przeniesienia fadunku probnego z nieskonczonosci do punktu r.

V:—W:—lder——quEdr— q Idr q 1 _ a1
d, q, ~ q, - Are, -r" 4Anme,r', Ame,r

” 1

viy=-1 =

47te,

Znajac potencjal mozemy wyznaczy¢ natezenie pola elektrycznego:

E=v 9 1__ a gfl)_ a 1r
Arne,r  4me, \r ) 4me,ror

—_

Pole elektryczne dla sferycznie symetrycznego rozkladu ladunkéw

Kula jednorodnie natadowana tadunkiem Q. Gestos¢ fadunku wynosi:

Po 4Q dla r<R
~ 7R3
0 dlar>R
Potencjat dla r>R
viy= 2

4re,r

Potencjat dla r<R
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P 4

rifo o

1 | 32 dr'=
47r80R r

r R r R 1
V(r):—jEdr':—jEdr'—jEdr'— j—z
oo oo R =

4
Q [ 1Y _P3" ,_ Q@ _Qr-RH_ Q (3_r
e, * Ame,R  8me,R°  4me,R|2 2R’

Potencjat

Rys. 2.5.5 Potencjat elektryczny pola jednorodnie natadowanej kuli o promieniu R

Naladowana przewodzaca kula

4QR dla r<R
vin=1"3
dlar>R
4re,r
0O dlar<R
E(r)= Q dla r>R
47rer
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Potencjat

Rys. 2.5.6 Potencjat elektryczny pola naladowanej kuli przewodzacej o promieniu R

Potencjal dipola elektrycznego to suma potencjatow kazdego z ladunkéw, ktére tworzg ten
dipol.

V(X;}’;Z): 1 q 2_ q 2
47[80 \/2 2 [ dj \/2 2 [ dj
X +y' +lz—— X +y +|z+ -
- 2 2 -
A P X, ), Z 2
z ey 2), o it ., L 42
X +y +|lz—— | =x"+y +z —zd+
2 4
2
=r’—zd+—
v 4
q] ©
1 _ 1 N
d d’ zd  d’
\/rz—zd+ r\/1—2+ .
—q 4 r-  4r
1 zd
— 1+ +..
Rys. 2.5.7 Potencjat elektryczny r 2r

dipola elektrycznego

Dla
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r>>d

1 ¢ zd zd
V(x,y,2)=— 1+ -1+ +.. |=
(x.5,2) 47[801”( 2r’ 2r? j

1 qzd _ 1 qd&z_ 1 pr_ 1 p-r 1 prcos@

Ame, r r*  4Ame, r’  4me, 1’ Awe, 1’

1 pz
Vix,y,z)=——"—
(x..2) Are, 1’

Potencjal ten mozna wykorzysta¢ do znalezienia natezenia pola elektrycznego wokét dipola:

E(x,y,z)=—gradV

Rys. 2.5.8 Natezenie pola elektrycznego dipola elektrycznego

35



E—— vV _ D ipz_ 3 pxz
T o9x dme,oxr®  4me, r

B :_BV_ 3 pyz

Y9y Ame, 1’
B =E, == "P[1 32}
TN 9z dme,\ P

p (3z°-r*)_  p (3cos’6-1
Are,\ 1’ Are, r’

ZJEETEJ? —p 3z W p 3cos@sin @

Are, 1’ r’
p (3cos’0-1
E,= 4 3
TE, r

p 3cosOsinf

E = 5
41, r

1

Catkowite pole dipolowe:

E:JEH2+EM2 _47r§r [(3cos 6 —1)° +9cos’Osin’ 6

E = JScos 6+1

47zg r

dla 6=0°:
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27e,r’
dla 6=180°:

E-— P
4Are,r

Energia potencjalna ukladu unieruchomionych ladunkow jest rowna pracy wykonanej

przez sile zewnetrzng przy stworzeniu tego ukladu
q2 q2

q1 5
q1 q3
Rys. 2.5.9 Energia potencjalna ukladu unieruchomionych tadunkow

W przypadku trzech tadunkéw dodajemy energie potrzebng do zblizenia dwéch tadunkéw:

1 (q9
Wl:Ele:Mce ill
0

b

a nastepnie dodajemy energie potrzebng do zblizenia trzeciego tadunku do dwodch

poprzednich:

_ _ 1 (qq, , 99

Calkowita energia wynosi wiec:

1 (9,9, , 49, , 9.9
W =E . +E . +E . = 2l Ay 302
tot 21 p31 p32 47[80 d d d

Rownanie Poissona
V2 . V - _ IO 1% ( r )
80
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wspotrzedne kartezjanskie

:azv 2’V 9V

Vi +——+
ox> dy’ 09z’

wspohrzedne cylindryczne

vy L[ 9 V), 1V Vv

+ +
plap”op | prog " o

wspotrzedne sferyczne

Gy 1(d .0V 1 3 _ v

sin@ +

1 9%V

—r +
r’\or oJr sin@d8 00
Réwnanie Laplace’a w obszarze bez fadunkow

ViV =0

Potencjal dowolnego rozkladu ladunkow

0

Rys. 2.5.10 Potencjal dowolnego rozktadu tadunkow p(r)

Niech punkt S bedzie sSrodkiem tadunku, tj.

;:jr'er')d3r'

© [plr)dr

r— wektor potozenia Srodka tadunku

Niech w uktadzie wspétrzednych r=0
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vin= L Pl

r-
—2rr
«/ r—r Jr —2rr+r =r 1+

plr ')d3rL_' 11 r’=2rr')?2

\% I:> = = |1+ —F r'd’r
(r)= Are, rj\/1+ r’=2rr' 4rne,r r? p(r)

rZ

Rozwijajac mianownik w szereg:

—>— 1 —>— - ——

r*=2rr'\ 1r2=2rr" 3(r*=2rr)" 15(r?=2rr)
I+ _1_*iz+*—4—*—6+
r 2 r 8 r 16 r
Mozemy napisac, ze
dlar >>r'

—_— —>—

RN T P O R A L R 1 e

Are, 2 P 8 r 16 r® -
rr' "' 3 12 _bv 3
p(rd’r prd’r=——[r* p(r)d’r'+
471'8 r oF
- K + K22+ K33+...
4re,r  Ame,re  AmE,r
o0 Ki
B 1-;47:8 r'

gdzie Ki, K,, Ks — momenty multipolowe rozkladu }adunkow. Potencjat elektryczny
dowolnego rozkladu tadunkéw mozemy wyrazi¢ jako szereg zawierajacy w mianowniku

kolejne potegi r, a liczniku pewne wielkosci okreSlone przez konkretny rozklad.
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=[p(rd’r'=
=jr°r'p(r')d3r'=jr'cos(ror')p(r')d3r'= r’p

K, —[3[ p(r )d’r'— jr'zp(r )d r]

[3[ (ror p(r )d°r —jr'zp(;')d3r'] —j[Scos (r r) 1] r p(r )d°r

Ki — moment pierwszego rzedu (monopolowy): ladunek
K;—moment drugiego rzedu: rzut momentu dipolowego na wybrany kierunek

K; — momenty trzeciego rzedu: moment kwadrupolowy
itd

2.6. Kondensator, pojemnosc przewodnika

Dwie przewodzace plyty rownolegle natadowane
fadunkiem odpowiednio +q i —g i rozsuniete na
odlegtos¢ d to kondensator ptaski.

Napiecie U - roznica potencjatow na oktadkach

-
-

- U=V,-V,=—|E-dr
+ E !
¢ U=|Edr-pd="-2 4
+ - g, &A
+
E=%
80

Napiecie jest proporcjonalne do tadunku g.
Rys. 2.6.1 Kondensator plaski PIGCIE Jest proporc) q

Pojemnos¢ kondenstora definiujemy jako:

Cla
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Jednostka pojemnosci jest farad

1 farad = 1kulomb
1volt
E,A
c=5% ¢ _ggs.10t —ggs Pl
d m m
Pojemnosc¢ kondensatora ptaskiego: , gdzie
Kondensator kulisty
~q q=¢,ES = ,E|4mr?)
[
= 1 iz
4re, r
ad
U= jEdr =—_1 —r
4TTE, b r’
9 (1_1)_ q (b-a
Are,\a b | 4meg,\ ab
Rys. 2.6.2 Kondensator kulisty
ab
C=4re, ——
"b-a

b — oo C—4rme,a
dla

Energia zmagazynowana w polu elektrycznym kondensatora

Naladowanie kondensatora wymaga wykonania pracy
przez site zewnetrzng. Zalézmy, ze na okladkach jest
zgromadzony tadunek gq’, dolozenie na okladke

fadunku dq’ wymaga wykonania pracy dW:

1 1 q' 1
dW =U'dq'=*-d
q C q

Zatem naladowanie kondensatora tadunkiem Q

Rys. 2.6.3 Ladowanie kondensatora B
wymaga energii:
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plaskiego

Q 1 Q q
W=[dW="qdq'="-
0 Co 2C
Praca ta jest zmagazynowana w kondensatorze w postaci energii potencjalnej pola
elektrycznego E,
2
_qa _1 ..
=1 ="CU
2C 2
2 2 2
w-fe_la 1 g _14
E _ o _ 2
Sd 2CSd 2&S Sd 2€,S
d
ale:
4q =0 =€,k
S
wiec
1 g° 1
U, = — 9 S = —30E2 Rys.2.6.3. Gestos¢ energii
2 805 2 pole elektrycznego

Wzor ten wyprowadzony dla stosunkowo prostego przypadku jednorodnego pola
elektrycznego w kondenastorze plaskim jest jednak prawdziwy ogdélnie. Mozna go w
szczegoOlnosci zastosowaC do znalenienia energii pola elektrycznego wokdt tadunku

punktowego.

2
E :juE47rr2dr:j180E247rr2dr=f° 12 Anrdr =
"k R2 R 2 471'801‘

1 Q' edr 1 Q17 1 Q@

24me, k1’ 24me, r, 247me,R

Pojemnosc¢ kondensatora kulistego :
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C =4ne,R

Energia potencjalna kondensatora kulistego:

Q_1

PT2C 24me,R

Wzér na energie pola elektrycznego wyrazong przez wektor pola jest réwnowazny
matematycznie wzorowi opisujacemu energie pola przez jego Zrodla.

L.aczenie kondensatoréw

. +q -
Réwnolegte:

Jednakowe napiecie U na wszystkich kondensatorach
Q=q,+q,tq;+....

czyli

c=9_9,% &
U U U U
=C,+C,+C, +.. C.

Ogolnie

C,=YC,

Rys. 2.6.4 Polaczenie rownolegle kondensatorow
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Szeregowo:

4 FE U=U+U,+U,+..
- J —g -
G & G v=9 .2, . 0
Cl 2 C2 C z
1 1 1 1
Rys. 2.6.5 Polaczenie szeregowe — = 4+ 4+— +
kondensatorow C, C: C» 3

Rys. 2.6.5. Kondensatory powietrzne
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Rys. 2.6.6. Butelka lejdejska

Kondensator z dielektrykiem

_|.
.|.
_|.
_|.
_I.
_I.
_|.
_|.

Rys. 2.6.7. Kondensator z diele-
ktrykiem

Wynalazcami butelki byli niezaleznie od siebie Pieter van
Musschenbroek, profesor Uniwersytetu w Lejdzie i Ewald
Jirgen Georg von Kleist z Kamienia Pomorskiego. Obaj
doniesli o swoim wynalazku w 1745 r.

W wersji Kleista byto to naczynie ze szkta wypelione woda
i zatkane korkiem, ktéry byl przebity na wylot miedzianym
drutem. Butelke mozna bylo naladowac elektrycznie
stykajac pret z naladowanym ciatlem. Poprzez drut i wode
prad dostawat sie do srodka naczynia i tadowat dodatnio lub

ujemnie jego wewnetrzne $cianki.

Pod wptywem pola elektrycznego nastepuje polaryzacja
dielektryka. W efekcie na jego powierzchni pojawia sie
pewien zwigzany tadunek polaryzacyjny &,. W wyniku
pojawienia sie tego tadunku pole elektryczne wewnatrz

dielektryka zminiejsza sie:

o O
E=E,-E'="-""F
80 80

Mozna to przedstawi¢ w postaci:
c=¢&E+0,

b

z ktérej wida¢ zwigzek gestosci tadunku swobodnego
(o) z natezeniem pola elektrycznego w dielektryku (E) i

gestoscig fadunku polaryzacyjnego .

Gestos¢ tadunku polaryzacyjnego mozna opisa¢ wektorem polaryzacji P, ktérego wartos¢

zalezy liniowo od natezenia pola elektrycznego E:
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o,=P=x¢&E

gdzie X.- podatnos¢ elektryczna (w ogoélnym przypadku tensor). Wynika to z zalozenia

liniowej odpowiedzi uktadu. Aby opisac pole

b

elektryczne generowane wylacznie przez

fadunki swobodne, wprowadzamy pole indukcji elektrycznej D.

D=¢g,E+P

D=¢,E+€x E

D =¢FE,

e=¢g(l+y,)=¢€,¢

€ - przenikalnosc elektryczna

€:.wzgledna przenikalnosc elektryczna

cQ_Q_
U Ed

Kondensator z dielektrykiem
Pojemnosc:

Q:

oQ_

U Ed

Energia — stale napiecie

= 80(1+Ze)E

r

£Q_ eC
E.,d

£.Q eC

od

I

Q'=¢£.Q

1772 2
Eo- C'U” _¢eCU ¢
P 2 2
Energia — staly tadunek
U
U'=—
E

46



E |: Q2 _ QZ Ep
p 2C|

2e C €,
Prawo Gaussa w dielektrykach
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Rys. 2.6.8. Prawo Gaussa w kondensatorze bez i z dielektrykiem

Dla kondensatora z dielektykiem pole elektryczne E pomiedzy okladkami wiaze sie z

gestoscig fadunku swobodnego:

&JEdS =&,ES=q

Po wstawieniu dielektryka:

& EdS=¢,ES=q—¢'
q=¢&,ES+q'
q'=PS=y¢€,ES
q=E,ES+¢€,x,ES =€, ES

4= | &6, EdS =, EdS
q =, DdS
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Prowadzi to do postaci rownan elektrostatyki w jednorodnym dielektryku

V-D:pVSW(r)
VXE =0
D =¢E

1 qgr

Amer’ r
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